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Prefacio

Oriundo principalmente do estudo da mecanica e da astronomia, o Cdlculo, chamado tam-
bém Cdlculo infinitesimal, nasceu no fim do século XVII, com os trabalhos de Newton ! e
Leibniz 2. Hoje em dia, ele é usado em todas as 4reas da ciéncia, e fundamental nas dreas
da engenharia.

A presente apostila contém a ementa da matéria Cdlculo I, como ensinada no Departamento
de Matematica da UFMG. Ela tem como objetivo fornecer ao aluno um conhecimento ba-
sico dos conceitos principais do Cédlculo que sdo: limites, derivadas e integral. Ela também
prepara o aluno para as outras matérias que usam Cdlculo I nos cursos de ciéncias exatas
(fisica e matemadtica) e engenharia, tais como Célculo II e III, EDA, EDB, EDC...

A apostila comeca com um capitulo sobre fundamentos, fazendo uma revisao de vdarios
conceitos basicos em principio ja conhecidos pelo aluno: equacoes, inequagdes, plano car-
tesiano e trigonometria. A partir do Capitulo 2, o conceito de fungéo é introduzido. A nocao
central de limite é abordada no Capitulo 4, e a de derivada no Capitulo 6. O resto do texto é
sobre o objeto central desse curso: a nocao de integral, o Teorema Fundamental do Cdlculo,
e as suas aplicacdes.

O texto contém bastante exercicios, cuja compreensdo é fundamental para a assimilagédo
dos conceitos. As solucdes, as vezes detalhadas, se encontram num apéndice.

Essa apostila estd em fase de elaboracdo. Qualquer sugestdo, critica ou correcido é bem
vinda: sacha®mat.ufmg.br.

Agradeco as seguinte pessoas pelas suas contribuicoes: Euller Tergis Santos Borges, Fe-
lipe de Lima Horta Radicchi, Fernanda de Castro Maia, Hugo Freitas Reis, Marina Werneck
Ragozo, Mariana Chamon Ladeira Amancio, Pedro Silveira Gomes de Paiva, Toufic Mah-
med Pottier Lauar, Prof. Carlos Maria Carballo, Prof. Fabio Xavier Penna (UNIRIO), Prof.
Francisco Dutenhefner, Prof. Hamilton Prado Bueno, Prof. Jorge Sabatucci, Profa. Sylvie
Oliffson Kamphorst Silva, Profa. Viviane Ribeiro Tomaz da Silva, Prof. Viktor Bekkert.

Alguns videos, criados uma vez para atender a uma classe online, se encontram em
www . youtube. com/chachf

Esses videos contém uma boa parte do conteido da presente apostila, mas alguns sio de

1Sir Isaac Newton (Woolsthorpe-by-Colsterworth, 4 de janeiro de 1643 — Londres, 31 de marco de 1727).
2Gottfried Wilhelm von Leibniz (Leipzig, 1 de julho de 1646 — Hanéver, 14 de novembro de 1716).
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qualidade baixa e precisam ser regravados....
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Capitulo 1

Fundamentos

“A good course is a course with many stupid questions.”

Wendelin Werner, medalhista Fields 2006

“Quem faz uma pergunta boba fica com vergonha 5 segundos. Quem ndo per-
gunta nada fica bobo para sempre...”

Um faxineiro do ICEx, 2008

Cdlculo lida com funcdes de uma ou mais varidveis reais. Portanto, ele necessita de uma
compreensdo boa das principais propriedades dos nimeros reais, e suas manipulacdes na
resolucdo de problemas elementares.

Esse capitulo contém lembretes sobre a aritmética elementar dos niimeros reais, assim
como a descricdo de certos conjuntos do plano cartesiano, como retas e circulos. Ndo pre-
tendemos dar uma exposi¢cdo completa sobre esses assuntos, mas apenas lembrar alguns fatos
e estabelecer notacoes a respeito de coisas elementares conhecidas pelo leitor.

A matéria desse capitulo serd usada constantemente no restante da apostila: é importante
o leitor verificar que ele consegue fazer todos os exercicios.

1.1 Numeros reais

O conjunto dos nimeros reais, R, pode ser visto como o conjunto dos pontos da linha real,
que serdo em geral denotados por letras mindsculas: x, y,s, t,u, etc. R é munido de quatro
operacoes aritméticas bdsicas: adicao (+), subtracao (—), multiplicacdo (x ou -) e divisao
(+, ou simplesmente /).

Lembremos a importancia de dois niimeros com papel relevante com respeito a adicao e
multiplicacdo. Primeiro, o elemento 0 (“zero”) é talque x +0=0+x=x,x:-0=0-x=0

para todo x. Um real x diferente de zero sera as vezes chamado de nao-nulo.

Por outro lado, o elemento 1 (“um”) é tal que x -1 =1-x = x para todo x € R. E impor-
tante lembrar que a divisdo por zero ndo € definida. Portanto, simbolos do tipo x/0 ou 0/0

3



1.1. Numeros reais CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

ndo fazem sentido. No entanto, 0/x = 0 para todo x # 0.

Os subconjuntos de R serdo em geral denotados usando letras maitsculas. Por exemplo,
A=1{0,1,2} é o conjunto que contém os trés nimeros reais 0,1 e 2, e B = (0, 2) é o intervalo

aberto que contém todos os reais entre 0 e 2 (ver abaixo). O conjunto dos nimeros naturais

él

N:={1,2,3,...},

e o conjunto dos inteiros é
z:={...,—3,-2,—-1,0,1,2,3,...}.

As operagdes entre conjuntos sdo: intersecao (N), unido (U), diferenca (\). O conjunto
vazio sera denotado por &.

1.1.1 Equacoes do primeiro e segundo grau

Considere a equacao do primeiro grau:

1+4x=-7. (1.1)
Resolver essa equacdo significa achar o(s) valor(es) da varidvel x para os quais a igualdade
em (1.1) é verdadeira. Esse conjunto de valores sera denotado por S e chamado conjunto

de solucdes. A resolucdo é bem conhecida: isolando x obtemos uma tnica solugdo x = —2.
Portanto, o conjunto das solucdes de (1.1) é S = {—2}.

Considere em seguida a equacdo do segundo grau:
x*=9. (1.2)
Aqui, sabemos que existem duas solucdes, x = £4/9 = £3, logo S = {+3,—3}.

Agora, jd que um numero negativo ndo possui raiz quadrada, a equacdo

possui uma tnica solugdo: S = {0}.

Um outro jeito de entender (1.2) é de escrevé-la x>2—9 = 0 e de fatorar o polinémio x%—9,
obtendo um produto de dois fatores:

(x—=3)(x+3)=0.

! Ao longo da apostila, o simbolo “:=" serd usado para definir um objeto. Por exemplo, A:={x € R : x2 > 1}
significa que A é definido como o conjunto dos niimeros reais cujo quadrado é maior que 1.

4
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 1.1. Numeros reais

Para o produto de dois fatores (aqui, x — 3 e x + 3) ser zero, é necessario que pelo menos
um deles seja nulo. Se for o primeiro, x —3 = 0, entdo x = 3. Se for o segundo, x +3 =0,
logo x = —3. De modo geral, para x ser solucdo de uma equacdo da forma

(x—a)(x—pB)=0, (1.3)
pelo menos um dos fatores, (x —a) ou (x — f3), deve ser igual a zero, o que implica x = a
ou x = f3. Portanto, o conjunto das solugdes de (1.3) é dado por S = {a, B}.
Olhemos agora para a equacao do segundo grau da forma geral
ax*+bx+c=0. (1.4)
Se a = 0, essa equacdo € do primeiro grau,
bx+c=0,

e a sua tnica solucdo ¢ dada por x = —; (supondo b # 0). Isto é, S = {—3}. Por outro lado,
se a # 0, entdo dividindo (1.4) por a, e completando o quadrado obtemos:

b b b
O=x’+x+<=(x+2) —(=)V+=.

Portanto,

b2 _ b2 ¢ _ b*>-4ac
(x+)=(x)—="2= -

Defina A:=b?—4ac. Se A < 0, nio tem solugdes: S = &. Se A > 0, podemos tomar a raiz
quadrada em ambos lados dessa tltima expressao, e obter

b _ 1 VA

X + %4 = :EE .

Isto é,

—b=vA (1.5)

X = 2a

Resumindo: quando a # 0, o conjunto das solugdes de (1.4) é dado por

%) se A < 0 (zero solucoes)
S= {;—s} se A = 0 (uma solucéo)
{%Z} se A > 0 (duas solucdes) .

Exercicio 1.1. Resolva as seguintes equagoes.

I 1—x=1 4. (x+1)(x=7)=0 7.1=0
2. x2=1 5 x=x 8. 6x%—1=3x(1+2x?)
3 I=x+1 6. x = x? 9. (x+6)(x+1)=1

X

Exercicio 1.2. Mostre que se y e 3 forem dois nimeros positivos satisfazendo

2 2
oy Py
2 9

entdoouy+f =2, ouy—p =2

Exercicio 1.3. Existe um tridngulo retdngulo de drea 7 e de perimetro 12?
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1.1. Numeros reais CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

1.1.2 Ordem e intervalos

Existe em R uma relacdo de ordem: dois reais x,y podem ser comparados usando os se-
guintes simbolos:

o x=y: “xéigualay”,

e x #y: “x é diferente de y”,

e x > y: “x é maior ou igual a y”,

e x > y: “x é estritamente maior que y”,
e x < y: “x é menor ou igual a y”,

e x < y: “x é estritamente menor que y”.

A ordem permite definir subconjuntos elementares de R. Por exemplo, os reais nao-
negativos R, sdo definidos por

R,:={x € R:x >0},
(leia-se: “o conjunto dos numeros reais x € R tais que x seja > 0) e os reais positivos por
[ .
R*:={x €R:x > 0}.

Podem também ser definidos conjuntos particulares chamados intervalos. Comecaremos
com os intervalos limitados. Se a < b sdo dois nimeros reais, o intervalo fechado é definido
como

[a,bl:={x€R:a<x < b}.
Leia-se: “[a, b] é definido como o conjunto dos niimeros reais x tais que x seja maior ou
igual a a, e menor ou igual a b”. O intervalo aberto é definido como

(a,b):={x€R:a<x <b}.

Observe que (a, b) pode ser considerado como obtido a partir de [a, b] retirando as extre-
midades: (a,b) = [a,b]\{a, b}. Definam-se também os intervalos semi-abertos (ou semi-
fechados)

[a,b):={x€eR:a<x<b}, (a,b]:={x€R:a<x<b}.

Graficamente, representaremos esses intervalos da seguinte maneira:
a b d e
hd hd hd g

[a,b) [¢,d] (e, f]

0

S 2

Introduziremos também intervalos ndo-limitados: os semi-infinitos fechados
(—o0,al:={xeR:x<a}, [c,+00):={x€eR:x>c},
e os semi-infinitos abertos
(—oo,a):={x€R:x<a}, (c,+o0):={x€R:x>c}.

Por exemplo,
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 1.1. Numeros reais

b Q
©0

+ R
(—o0,da] (c,+00)

Observe que “+00” e “—00” ndo sdo ntimeros reais propriamente ditos; +00 (respectiva-
mente —o0) é somente um simbolo usado para representar a idéia (meio abstrata) de um
numero maior (respectivamente menor) do que qualquer real x.

Exercicio 1.4. Simplifique as expressoes, usando as notagées introduzidas acima.

1. A={x €R:x%2< 4} 5. E={x:x<2}U[0,+00)

2. B={x:x>0}n{x:x<1} 6. F=[1,2]n(—00;1]

3. C={x:x<1}n{x:x <0} 7. G=[0,11n[0,21n[0,31N[0,3]1N...
4. D={x:x=>1}n{x:x <—1} 8. H=[0,1]u[1,2]U[2,3]U[3,4]uU...

1.1.3 Inequacoes e sinal
Considere a inequacao do primeiro grau:
2—2x>1. (1.6)

Como antes, “resolver” essa inequacao significa achar todos os valores de x para os quais a
expressdo em (1.6) se torne verdadeira. Por exemplo, x = 0 é solucéo, pois o lado esquerdo
vale 2—2-0 =2, que é > 1. Mas em geral uma inequacéo pode possuir mais de uma solucéo,
as vezes possui infinitas solucdes. O conjunto de todas as solugdes, também denotado por S,
pode ser calculado da seguinte maneira. Primeiro, o conjunto S das solugdes ndo é modificado
ao adicionarmos (ou subtrairmos) expressoes iguais em ambos lados de uma inequagdo. Assim,
adicionando 2x em cada lado de (1.6), obtemos

2>1+2x.
Podemos em seguida subtrair 1 em ambos lados:
1>2x.

Agora, o conjunto S das solugdes ndo é modificado ao multiplicarmos (ou dividirmos) ambos
lados de uma inequagdo por um niimero positivo. Assim, dividindo ambos lados da inequagéo
1> 2x por 2 obtemos % > x, isto é x < % Assim, qualquer real x menor ou igual a % torna
a desigualdade em (1.6) verdadeira. Logo, S = (—00, %].

Observe que (1.6) pode também ser resolvida subtraindo 2 em ambos lados,
—2x>-—1. (1.7)

Passando —2x para o lado direito e —1 para o lado esquerdo obtemos 1 > 2x, o que equivale
a
2x <1. (1.8)

Vemos que (1.8) é obtida a partir de (1.7) trocando os sinais (i.é. multiplicando ambos lados
por —1), e trocando o sentido da desigualdade.

7
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1.1. Numeros reais CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Exemplo 1.1. Resolvamos agora uma inequagéo do segundo grau:
x*—3x+2>0. (1.9)

Primeiro, o polindémio do lado esquerdo da desigualdade em (1.9) pode ser fatorado: x? —
3x+2=(x—1)(x—2). Assim, (1.9) é equivalente a

(x—1)(x—2)>0. (1.10)

Observe agora que para o produto de dois numeros ser > 0, eles tém que ser ambos nédo-
nulos e ter o mesmo sinal. Portanto, a resolu¢do de (1.10) passa pelo estudo do sinal de
x —1 e x —2. Isso pode ser feito como em (1.6). Por um lado, x—1<0sex <1,x—1=0
sex=1,ex—1>0sex>1. Poroutrolado, x —2<0sex <2, x—2=0sex=2,e
x —2>0se x > 2. Isso pode ser resumido nas duas primeiras linhas da seguinte tabela:

1 2
x—1 - 0 + +
x—2 - - 0 +
(x—1)(x—2) + O — 0 +

A terceira linha foi obtida multiplicando os sinaisde x —1 e x —2: (x —1)(x —2) > 0 se
x<I,(x—1)(x—2)=0sex=1,(x—1)(x—2)<0sel<x <2, (x—1)(x—2)=0se
x=2,e(x—1)(x—2)>0sex>2. Assim, S =(—00,1)U(2,+00) da todas as solucoes
de (1.9). S

Exercicio 1.5. Resolva as seguintes inequagoes.

1. x>4-5 7. xX>X 13. x>—x(x+3)<0
2. 3x<x+1 8. x>x 14‘xsz_ﬁ
3. —8x <3—4x 9. x < x?

15. 2 — =520
4. 10>10—x 10. —2x%2+10x—12<0

1 2

5 x2>1 11. x*(x+7) <0 16. 1+ <1
6. —x2>1+2x 12. x3—2x2—x+2>0 07, === —

Exercicio 1.6. Quantos ntimeros inteiros n existem tais que 3n—1 < 5n—2 < 4?

Exercicio 1.7. Quantos niimeros primos p existem tais que 0 < 2p—3 < p +8?

1.1.4 Valor absoluto

Informalmente, o valor absoluto de um nimero real x, denotado por |x|, representa o seu
“valor equivalente positivo”. Por exemplo, |5| =5, | —3| = 3, e |0] = 0. Formalmente,

8
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 1.1. Numeros reais

X sex>0
|x|:=<0 sex=0 (1.1D
—x sex<O.

Por exemplo, com essa definicdo, ja que —3 < 0, temos | — 3| = —(—3) = 3. Observe que
para qualquer namero a > 0,

x| <a<e=—-a<x<a. 1.12)
De fato, suponha primeiro que x > 0. Entao |x| = x, e |x| < a é equivalente a x < a. Por
outro lado, se x < 0, entdo |x| = —x, e |x| < a é equivalente a —x < a, isto é a —a < x.
Juntando os dois casos, isso mostra que |x| < a é equivalente a —a < x < a.
Exercicio 1.8. Quais das expressoes abaixo sdo verdadeiras (para qualquer x)? Justifique.
2
Vxz=x, Jx =x, Vx2=|x|.

O valor absoluto para definir a distancia entre dois nimeros reais:

d(x,y):=|x—y]|

De fato, se x < y, a distidncia é iguala y —x = —(x—y) =|x —y|, e se x > y a distincia é
x—y=|x—yl.

Podemos também resolver inequagdes que envolvem valores absolutos:
Exemplo 1.2. Resolvamos
|x—2|>3. (1.13)

Sabemos que pela definicdo do valor absoluto,

x—2 sex =2,
|x —2]=
—x+2 sex<2,

Logo, a resolucdo de (1.13) passa pela resolucdo de duas inequacoes mais simples. A pri-
meira é
x—2>3,istoéx>5,

e deve ser considerada somente para os x tais que x > 2. Isso d4 um primeiro conjunto de
solucoes: S; =[5,+00) (os reais que sdo ao mesmo tempo maiores ou iguais a 5 e maiores
ou iguais a 2). A segunda é

—x+2>3,istoéx <—1,

e deve ser considerada somente para os x tais que x < 2, o que d4 um segundo conjunto
de solucdes S, = (—oo,—1]. Assim, o conjunto de todas as solucdes de (1.13) é dado por
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1.2. O plano cartesiano CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

S=8,US,: S=(—00,—1]U[5,+00).

Um jeito mais geométrico (mas equivalente) de resolver o problema é de escrever (1.13)
como: d(x,2) > 3. Assim, podemos interpretar as solucoes de (1.13) como sendo os reais
X cuja distancia ao ponto 2 é maior ou igual a 3, que sdo todos os reais a esquerda de —1
ou a direita de 5: S = (—00,—1]U[5,+00). o

Exercicio 1.9. Resolva as seguintes inequagoes.

1. |x+27|=0 4. 3<|3—x]| 7. > 2.
2. |x—2]<0 5 2x—3|x|—4>0
3. [2x+3|>0 6. |x2—1|<1

Estudar o sinal de uma expressao que depende de uma varidvel x significa determinar
os valores de x para os quais a expressdo é positiva, negativa, ou nula.

Exemplo 1.3. Estudemos o sinal da expressdo x® +3x2. Como x>+ 3x? = x?(x +3), o sinal
da expressio inteira é obtido a partir dos sinais das partes x2 e x + 3.

-3 0
x2 + + 0 +
x+3 - 0 + +
x2(x + 3) - 0 + 0 +

Assim vemos que x> + 3x2 é > 0 (estritamente positiva) se x € (—3,0) U (0,00), elaé <0
(estritamente negativa) se x < 0, e é =0 (nula) se x € {—3,0}. o

Mais tarde resolveremos inequacoes onde aparecem, e estudaremos o sinal de outras ex-
pressdes, como funcoes trigonométricas, raizes ou logaritmos.

Exercicio 1.10. Estude o sinal das seguintes expressoes

1. 5+x 3. (x—5) 5. xi2as
2. 5+ x? 4. x*-5 6. (x+1)]2x —1—x?|

1.2 O plano cartesiano
O plano cartesiano, em geral denotado por R?, é o conjunto dos pares P = (x, y) de reais,

x e y, chamados respectivamente de abscissa (ou primeira coordenada) e ordenada (ou
segunda coordenada).

y 'P:(X,y)
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 1.2. O plano cartesiano

O conjunto dos pontos cuja primeira coordenada € nula, isto €, o conjunto dos pontos da
forma P = (0, y), é chamado de eixo y, ou eixo das ordenadas. O conjunto dos pontos cuja
segunda coordenada é nula, isto €, o conjunto dos pontos da forma P = (x,0), é chamado
de eixo x, ou eixo das abscissas. Os eixos x e y formam duas retas perpendiculares, e
dividem o plano em quatro quadrantes:

2° 1°

30 40

Mais explicitamente, em termos das coordenadas,
e 1°={(x,y):x=0,y >0}, e 3°={(x,y):x <0,y <0},
® 2°={(x,y):x <0,y 20}, e 4°={(x,y):x=0,y <0}.

Se P = (x,y) eQ = (x',y’), a distdncia Cartesiana entre P e Q ¢é calculada usando o
Teorema de Pitagoras:

P

\\\\‘\?’(‘?Q)

[ A=A

0 d(BQ):=v(x—x)2+(y—y").

’
X — X

Exercicio 1.11. Descreva os seguintes subconjuntos do plano em termos das suas coordenadas
cartesianas.

1. Semi-plano acima do eixo x,

semi-plano a esquerda do eixo y,

quadrado de lado 1 centrado na origem (com os lados paralelos aos eixos),
reta vertical passando pelo ponto (2,0),

reta horizontal passando pelo ponto (—3,—5),

reta horizontal passando pelo ponto (13,—5),

faixa vertical contida entre o eixo y e a reta do item (4),

circulo de raio 1 centrado na origem.

0 ® N & 1 A~ LN

disco (cheio) de raio 2 centrado em (1,—2).
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1.2. O plano cartesiano CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

1.2.1 Retas

Ja vimos, no Exercicio 1.11, como expressar retas horizontais e verticais. Uma reta vertical
¢ o conjunto formado pelos pontos (x, y) cuja primeira coordenada x ¢ igual a um nimero
fixo a € R; a sua equacao se escreve: x = d.

y
< equacdo da reta: x =a

X

..

' (a,0)

Por outro lado, uma reta horizontal é o conjunto formado pelos pontos (x, y) cuja segunda
coordenada y é igual a um ntumero fixo b € R; a sua equacao se escreve: y = b.

y
< equacdo dareta: y =D

0.5 "

[P

As retas horizontais e verticais sdo descritas por somente um parametro (o “a” para uma
reta vertical, ou o “b” para uma reta horizontal). Para as outras retas do plano, que nédo
ficam necessariamente paralelas a um dos eixos, é preciso usar dois parametros, m e h,
chamados respectivamente inclinacdo (ou coeficiente angular) e ordenada na origem,
para especificar a dependéncia entre x e y:

y=mx+h.

equacao dareta: y =mx +h

inclinacdo: m .

ordenada na origem: h
‘ X

O significado da inclinacdo m deve ser entendido da seguinte maneira: partindo de um
ponto qualquer da reta, ao andar horizontalmente uma distancia L para a direita, o deslo-
camento vertical da reta é de mL. Por exemplo, para uma reta de inclinacdo % (observe que
todo os tridngulos da seguinte figura sdo semelhantes),
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 1.2. O plano cartesiano

Se a inclinacdo € negativa, entdo o deslocamento vertical é para baixo.

Se P = (x1,y1) e Q = (x5, Y,) sdo dois pontos de uma reta nao vertical de inclinacdo m,
entdo
LN (1.14)
Xo — X3
Essa relacdo pode ser usada também para calcular a inclinagdo de uma reta.

Exemplo 1.4. Procuremos a equacdo da reta r que passa pelos pontos P = (—1,3) e Q =
(3,0):

Como r ndo ¢é vertical, a sua equacao é da forma y = mx + h. A inclinacdo pode ser

calculada usando (1.14): m = 30__((_31)) = —%. (Pode também observar que para andar de

P até Q, é necessdrio andar 4 passos para a direita, e 3 passos para baixo, logo m = _73.)
Portanto, a equacdo é da forma y = —%x + h. Falta achar h, que pode ser calculado usando
o fato de r passar pelo ponto P: 3 = —% - (—1) + h (daria na mesma usando o ponto Q).
Assim, h = %, e r é descrita pela equacao:

3 9
y=—2x+z.

Ao multiplicarmos ambos lados por 4 e rearranjando podemos a equacdo da reta da seguinte

maneira:
3x+4y—9=0.

Essa é a forma genérica da reta. Em geral, qualquer reta pode ser descrita na forma géné-
rica,
ax+by+c=0,

em que a, b, ¢ sdo constantes. Sea =0e b # 0, a reta é horizontal. Sea#0e b =0, areta
é vertical. Se a #0 e b # 0, a reta é obliqua.
<o

Exercicio 1.12. Considere a reta r do Exemplo 1.4. Escolha alguns pares de pontos P e Q em
r, e verifique a formula (1.14). Ache os valores de x e y para que os pontos R = (x,100) e
T = (6,y) pertencam a r.

Exercicio 1.13. Determine a equag¢do da reta que passa pelos pontos dados.

1. (0,0), (1,1) 4. (1,-2), (-1,3)
2. (=2,1), (100,1)
3. (—3,—21.57), (-3,3) 5. (333,227), (—402,—263)
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1.2. O plano cartesiano CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Exercicio 1.14. Faca um esbogo, no plano cartesiano, da reta descrita pela equagdo dada.
1. ri:x=4 3. r3:x+2y=0

2. 1y y=-3/2 4. r,:y=2x-3

Observe que retas paralelas tém a mesma inclinacao.

Exercicio 1.15. Dé a equagdo da reta r’, paralela a r, que passa pelo ponto P.

1. r: y=5x+2, P=(—-1,5). 2. r:4x—-3y+6=0, P=(3,-5).
Exercicio 1.16. Mostre que se ry tem inclinacdo m, # 0, e r, tem inclinacdo m, = —mil, entdo
r, e ry sdo perpendiculares.

Exercicio 1.17. Determine quais das seguintes retas sdo paralelas ou perpendiculares.
r:2x+y—1=0, ry:x+2y+1=0, ry: y=2x—3, r4:3x+6y—3=0.

Em seguida, esboce as retas e verifique.

1.2.2 Circulos

Considere o circulo ? y de centro C = (1,2) e de raio R = 2:

Por definicdo (ver o Exercicio 1.11), vy é definido pelo conjunto dos pontos P cuja distancia
euclidiana a C é igual a 2: d(P,C) = 2. Isso significa que as coordenadas (x,y) de P sdo
ligadas pela seguinte expressio: 4/(x —1)2 + (y —2)? = 2. Equivalentemente, y é descrito
pela seguinte equacio:

(x—12+(y—2)?*=4.

Observe que, expandindo os fatores (x — 1)? e (y — 2)?, essa tltima expressdo pode ser
escrita na forma genérica:
x*+y*—2x—4y+1=0.

Em geral, um circulo de raio R > 0 centrado em C = (x,, ¥,) € descrito pela equacéo
(x —x0)* + (¥ —y0)* =R*. (1.15)

Um problema cldssico é de achar o centro e o raio a partir da forma genérica.

2As vezes, o que chamamos aqui de circulo corresponde a circunferéncia em outros textos de matemdtica
elementar.
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 1.3. Trigonometria

Exemplo 1.5. Considere o circulo y descrito pela sua equagéo genérica
x*+y*+6x—8y=0. (1.16)

Para achar o seu centro e o seu raio, completemos os quadrados: x? + 6x = (x +3)?>—09,
y?2—8y = (y—4)?>—16. Logo, (1.16) pode ser escrita como (x +3)>*—9+(y—4)*—16 =0,
isto é:

(x+3)2*+(y—4)>=25=5>.

Portanto, y € centrado em C = (—3,4), de raio R = 5. o

Exemplo 1.6. Considere x* + 2x + y*> + 2 = 0. Completando o quadrado e rearranjando,
obtemos (x + 1) + y?> = —1. Como “—1” nfio pode ser escrito como um quadrado, esta
equacao nao representa um circulo (e na verdade, ndo existe nenhum par (x,y) que seja
solucéo). S

Exercicio 1.18. Determine quais das equagoes a seguir definem um circulo. Quando for o caso,
calcule o centro e o raio.

1. X*+(y+1)*=9 3. x*+y*=6x 5 x*+y*+2x+1=0

2. x*4+y2=-1 4. x’+y*’+x+y+1=0 6. x2=y>+1

1.3 Trigonometria

A trigonometria estabelece relacOes precisas entre os angulos e os lados de um tridngulo.
Definiremos as trés fun¢des (mesmo se a propria nocao de func¢do serd estudada no pro-
ximo capitulo) trigonométricas elementares, sen (seno), cos (cosseno) e tan (tangente), e
daremos as suas propriedades basicas. Nos préximos capitulos olharemos mais de perto as
propriedades analiticas dessas fungoes.

1.3.1 Medir angulos no plano

Para comecar, é importante escolher uma unidade (como “metros” para comprimentos, ou
“litros” para volumes) para medir um angulo determinado pela abertura entre duas retas.
Descreveremos as duas unidades mais usadas, graus e radianos.

Os angulos serdo medidos a partir de uma reta horizontal, em sentido antihordrio. A aber-
tura minima, naturalmente, é definida como valendo zero, qualquer que seja a unidade. O
que precisa ser definido é o valor do dngulo total. Se o angulo for medido em graus, esse
angulo total é definido como valendo 360 graus:

360°

OO
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1.3. Trigonometria CAPITULO 1. FUNDAMENTOS

Uma vez que o angulo total foi fixado, a medicdo dos outros se faz proporcionalmente: a
metade do angulo total vale 180 graus, o angulo reto mede 90 graus, etc. A vantagem dessa
unidade é que vdrios dngulos bastante usados em geometria tomam valores inteiros: 30, 60,
90, 180, 270, etc.

120° 20 60°

150° 30°

180° 360°

210° 330°

240° ., 300

Observe que apesar da posicdo do angulo total coincidir com o angulo nulo, eles devem ser
considerados como distintos.

Fixar o angulo total como sendo igual a 360 pode parecer arbitrario, e um jeito mais natural
de definir o angulo total é de usar a no¢do de comprimento usual na reta. De fato, considere
o circulo de raio 1 centrado na origem e, partindo do ponto (1,0) (que corresponde a um
angulo de 0), ande ao longo do circulo no sentido antihordrio. Quando tiver percorrido
uma distancia igual ao raio do circulo, o angulo correspondente ¢ definido como sendo de
1 (um) radiano:

—_

A 0

Observe que o dngulo total corresponde a circunferéncia de um circulo de raio 1: 2.

Em geral, nessa apostila, os angulos serdo medidos em radianos. Se a medida de um angulo
em graus € a, e em radianos € a,, a converséo se faz da seguinte maneira: como o angulo

360 __

total mede 360 graus e 27 radianos, temos 5~ = % Portanto,

oua,=—d,. (1.17)

As;%m, verifica-se por exemplo que um angulo de 90 graus corresponde a 15590 = 5 = 1.57...
radianos.

Exercicio 1.19. O ponteiro dos segundos de um relégio mede 20 centimetros. Qual distdncia
a ponta desse ponteiro percorreu depois de uma hora e 15 minutos?

Exercicio 1.20. Estime a velocidade (em km/s) com a qual a lua gira em torno da terra,
sabendo que a distdncia média terra-lua fica é de 384’400km e que uma volta dura aproxima-
damente um més.
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CAPITULO 1. FUNDAMENTOS 1.3. Trigonometria

Um angulo negativo serd interpretado como medido no sentido horério:

+a

1.3.2 Seno, cosseno e tangente

Para poder definir as ligacOes entre os angulos e os lados de um triangulo, é necessario fazer
umas simplificacdes. Trabalharemos com um tridngulo retangulo, isto é, que possui um
angulo reto. Considere entdo o seguinte triangulo ABC, retangulo em C:

B

A b C
Com respeito a a, b é chamado de cateto adjacente, a de cateto oposto, e ¢ de hipotenusa.

Se dois lados forem conhecidos, o terceiro pode ser calculado usando o Teorema de Pita-
goras, e o valor do angulo a é determinado. Como qualquer tridngulo semelhante a ABC
tem os mesmos angulos, a é determinado uma vez que um dos quocientes <, %, ou 7 for
conhecido. A ligacdo entre a e esses quocientes é chamada respectivamente seno, cosseno
e tangente de «a, e denotada por

a a
senq:=—, cosa:=—, tana:=-—.
c c b

(Aqui escreveremos a tangente tana, mas as vezes se encontra também a notagéo tga.)
Observe que a seguinte relacdo sempre vale:

sena

tana = (1.18)

cosa

Em alguns casos simples, sena, cos a e tan o podem ser calculados “manualmente”.

Exemplo 1.7. Considere a = 7 (= 45°). Para calcular sen 7, cos 7 e tan 7, consideremos o
seguinte triangulo:

V32
A

1

T_ L T 1 T _1_
= seng =, COS7 =5, tany =7=1.

<

Exercicio 1.21. Montando em cada caso um tridngulo apropriado, calcule (sem calculadora)
T T T T T T
sen sz, COS 3, tan 5, sen ¢, COS ¢, tan ¢.
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Exercicio 1.22. Para determinar a altura H de uma torre, ficamos a uma distdancia qualquer
dela, e medimos o dngulo a entre a horizontal e o topo da torre. Em seguida, andamos uma
distdncia d em diregcdo a base da torre, e medimos o dngulo 3 entre a horizontal e o topo da
torre. Expresse H como fungdo de a, 3, d.

Faremos agora uma generalizacdo, que permitird enxergar melhor os trés nimeros sen a,
cosa e tana, e que serd também util para considerd-las como fun¢des de uma varidvel real,
a partir do préximo capitulo.

Para tanto, usaremos um tridngulo cuja hipotenusa é de tamanho ¢ = 1. Isto é, o ponto
B do tridangulo da figura acima é posicionado no circulo de raio 1 centrado na origem,
chamado circulo trigonométrico. As funcdes trigonométricas podem entdo ser medidas
efetivamente olhando para os comprimentos da seguinte figura:

v uel

0 Uuss -

cosa

Observe como sena, cosa e tana mudam a medida que B se movimenta ao longo do
circulo. Em particular, B pode dar uma volta completa no circulo, o que permite estender
as fungdes trigonométricas a qualquer ngulo ® 0 < a < 27, e também para valores maiores
ou até negativos. Os sinais das funcoes trigonométricas mudam dependendo do quadrante
ao qual B pertence:

20. 10.

sena>0 |sena=>0
cosa<0 |cosa=>0
tana <0 |tana=>0
30. 40.

sena <0 |sena<0
cosa<0 |cosa=>0
tana>0 |tana <0

Varias propriedades podem ser obtidas a partir do circulo trigonométrico. Por exemplo,
observe que a e —a tém 0 mesmo cosseno, mas que ao transformar a em —a, o seno muda
de sinal. Portanto,

cos(—a) =cosa, sen(—a)=—sena, tan(—a)=—tana. (1.19)

3A tangente tem um problema nos multiplos de 5 (ver mais adiante).
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Todas as identidades do seguinte exercicio podem ser obtidas de maneira parecida, olhando
simplesmente para o circulo trigonométrico.

Exercicio 1.23. Prove as identidades:

cos(m—a)=—cosa, sen(mr—a)=sena, tan(m—a)=—tana. (1.20)
cos(m+a)=—cosa, sen(m+a)=—sena, tan(m+a)=tana. (1.21)
cos(3 —a)=sena, sen(3;—a)=cosa, tan(;—a)=cotana. (1.22)
cos(z +a)=—sena, sen(3+a)=cosa, tan(;+a)=—cotana. (1.23)
A cotangente, definida por cotan a:=taia, apareceu naturalmente.

Exercicio 1.24. Complete a seguinte tabela

graus | 0 [ 30 [ 45 | 60 | 90 | 120 | 150 | 180 | 210 | 240 | 270 | 300 | 330 | 360
ad [0 2| Z [ E [ F[n [Z S [T = o
sen |0 % 1 0
cos |1 % 0 — 1
tan | O 1 %) 0

1.3.3 Identidades trigonométricas

As identidades do Exercicio 1.23 deram algumas ligacoes entre seno, cosseno e tangente. O
Teorema de Pitdgoras da também a relacédo

cosla+sen’a=1. (1.24)
Provaremos agora a identidade
sen(a+ ) =senacosf +cosasenf3. (1.25)

Apesar desta valer para angulos a e 3 quaisquer, suporemos que a, 3 € (0, 7), e usaremos
o seguinte desenho:

A
1
Bl » P
E
0 & .
C

Observe que sen(a+f3) = d(A,C) = d(A,B)+d(B, C). Usando o ponto E (projecdo ortogonal
de A no segmento OD) e olhando para o tridngulo OEA, temos d(O,E) =cosf3 e d(AE) =
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sen 3. Observe também que o 4ngulo BAE vale a. Portanto, d(A,B) = d(A,E)/cosa =
senf3/cosa e d(B,E)=d(A,B)sena. Por outro lado, d(B, C) = d(O, B) sen @, mas como

d(0,B)=d(0,E)—d(B,E)
=cosf3 —d(A,B)sena

sen
=cosf} — ﬂsenazcos[a’—sen[o’tana,
cosa
temos
sen f3
sen(a+f) = +sena(cos[3’ —sen f tan a)
cosa
2
sen sen” a
= ﬁ+senacosﬁ—senﬂ
cosa cosa

=senacosf3 +senfcosa,

o que prova (1.25).

Exercicio 1.25. Prove as identidades (dica: todas podem se dedugir a partir de (1.25) e de
algumas identidades do Exercicio 1.23):

sen(a — ) =senacos 3 —cos asen f3 (1.26)
cos(a+ f3) = cosacos B —senasen 3 (1.27)
tan(aq + p) = 2netanp (1.28)

1—tanatanf
cos(a—f3) =cosacosf +senasen 3 (1.29)
tana —tan f3

tan(a—pf) = . 1.30
(@a=F) 1+tanatanf ¢ )
Exercicio 1.26. Prove as identidades:

sen(2a) = 2sena cosa (1.31)
cos(2a) = cos’a—sen’a = 2cos’a—1=1—2sen’a, (1.32)

sena
tans = ———, 1.33
2 14cosa (1.33)
cosa-cosf3 = %(cos(a+ﬁ)+cos(a—/§)). (1.34)

Exercicio 1.27. Calcule a equagdo da reta r que passa pelo ponto (2,—1), cujo dngulo com a
horizontal € igual a 60°.

Exercicio 1.28. Resolva:

1. cosx =0 4. senx =sen®Xx 7. |cosx|<%
2. senx=% 5. sen2x+%senx=1 8. (cosx+senx)2:%
3. senx =cosx 6. sean% 9. sen(2x) =senx.
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Capitulo 2

Funcoes

O conceito de fungdo serd o principal assunto tratado neste curso. Neste capitulo daremos
algumas definicbes elementares, e consideraremos algumas das funcdes mais usadas na
prética, que sdo as funcoes trigonométricas e as poténcias (exponenciais e logaritmos serdo
estudadas no préximo capitulo). Também comecaremos a falar de grdfico de uma fun¢do
desde a Secdo 2.2.

A nocao de funcdo aparece quando uma grandeza depende de uma outra. Por exemplo:

e Uma particula evolui na reta. A trajetoria € uma funcdo que da a sua posicdo em
funcédo do tempo:
t— x(t).

e Ovolume e a superficie de uma esfera sdo duas fun¢des que dependem ambas do raio:

reinrd, rednr

e Um gas esta contido num recipiente hermeticamente fechado, de temperatura fixa
mas de volume varidvel. A pressdo no recipiente € funcao do volume:

v p(v).

2.1 Definicdo e Exemplos

Como visto acima, uma func¢ao f (de uma varidvel real) € um mecanismo que, a um nimero
real x, chamado entrada (ou variavel), associa um tnico nimero real construido a partir de
x, denotado f(x) e chamado saida (ou imagem). Essa associacdo costuma ser denotada:

x — f(x).

Neste curso, a entrada e a saida serdo ambos nimeros reais. Veremos em breve que cada
funcéo precisa ser definida com um dominio.

Exemplo 2.1. A func¢éo “multiplicacdo por dois” x — 2x (por exemplo 3 — 6, —13 — —26),
a funcéo “valor absoluto” x — |x| (por exemplo 3 — 3, —13 — 13), a funcédo “quadrado”
x — x? (por exemplo 3 — 9, —13 — 169), e a funcfio “valor inteiro” x — | x|, onde [ x| é o
maior nimero inteiro menor ou igual a x (por exemplo 3 — 3, 1.5 — 1, —3.1415 — —4),
sdo todas bem definidas para qualquer real x € R. o
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Exemplo 2.2. Para definir a fungdo “inverso”, x — %, € preciso evitar uma divisdo por zero,
isto é, somente tomar uma entrada x € R\ {0}. Assim, a funcdo f(x) = % ¢ bem definida
uma vez que escrita da seguinte maneira:

f:R\{0} >R

1
X'—>;.

Do mesmo jeito, para definir f (x) = ——, é preciso excluir os valores em que o denominador

€ zero:

f:R\{-1,+1} >R
X 5.
o

Os dois ultimos exemplos mostram que em geral, uma funcao deve ser definida junto com
o seu dominio, que da os valores de x para os quais f(x) é definida. O dominio serda em
geral denotado por D:

f:D—>R
x — f(x).

O dominio serd importante para garantir que f (x) seja bem definida. Mas as vezes, pode-
remos escolher um dominio particular somente por razdes especificas, ou pelas exigéncias
de um problema.

Exemplo 2.3. As funcées trigonométricas encontradas no Capitulo 1 podem ser conside-
radas como fungdes no sentido acima. O seno, por exemplo, associa ao angulo a de um
tridangulo retangulo a razdo do lado oposto sobre a hipotenusa: a — sena. Aqui vemos
que, pela origem geométrica do problema, é necessdrio especificar os valores possiveis de
a: para o tridngulo ser bem definido, o dngulo precisa tomar valores entre 0 e 7 (de fato,
é delicado falar de “lado oposto” para um angulo nulo ou maior que 7). Para indicar que a
funcdo assim definida pega a sua entrada no intervalo (0, 5), escreveremos

sen:(0,7)—R

a—sena.

No entanto vimos que, usando o circulo trigonométrico, o seno de qualquer angulo (mesmo
negativo) pode ser definido, o que permite estender ele a reta real inteira:

sen:R— R

a—sena.

A funcdo cosseno se define de maneira andloga. Mas, com a tangente, uma restri¢do é

necessdria. De fato, tana = -2 e, a divisdo por zero sendo proibida, a tangente ndo ¢é

definida para angulos a € R tais que cosa = 0. Logo (veja o Exercicio 1.28),

tan: R\ {Skm, k€Z} >R

a—tana.
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CAPITULO 2. FUNGCOES 2.1. Defini¢do e Exemplos

Exemplo 2.4. A funcdo raiz. Seja a € R, e considere a equagao
2> =a. (2.1)

Sabemos (ver Secdo 1.1.1) que se a < 0, essa equacdo nao possui solugdes, se a = 0 ela
possui a unica solugio z = 0, e se a > 0, ela possui duas solugdes: z = +4a e 2 = —/a.
Nesses dois tltimos casos, quando a > 0, definiremos a func¢do raiz de a como sendo a
solucdo positiva de (2.1), isto é, ++/a. Quando a < 0, a funcéo raiz de a néo é definida.
Assim, a funcdo raiz x — f(x) = 4/x é bem definida somente quando x > 0, o que se
escreve da seguinte maneira:

f:R, >R
x— Jx.

<

Por exemplo, para achar o dominio da fungdo v'1 —x, é necessdrio que 1 —x > 0, isto &,
que x < 1. Logo,

f:(—00,1]>R

x—v1l—x.

Exercicio 2.1. Determine os dominios das seguintes funcgoes:

I oo 5. 1_11% 9. &, 13. =

2. % 6. Vx—1 10. 2= 14. y/senx

3. [x—1 7. Vx2—1 11. V2x—1—x2 15. Vx—+/x

4. XL 8 —— 12, 2= 16. Vi—J/1+x2

2.1.1 Limitacao

Vimos que a funcéo f(x) = % é bem definida quando x # 0, mas observemos agora o que
acontece com f(x) para os valores de x perto de 0. Por exemplo, para os valores de x
positivos x = 0.1, x = 0.01, ...

1 _ 1 1 1 —
L =10, 55 =100, ga=1000, ... , sssasssr = 10000000 ....

Assim, vemos que a medida que x > 0 se aproxima de zero, % atinge valores positivos ar-
bitrariamente grandes. O mesmo fen6meno acontece para os valores de x < O: % atinge
valores negativos arbitrariamente grandes. Diz-se que a funcdo é ndo-limitada.

Uma funcdo f com dominio D é dita limitada superiormente se existir um ntimero finito
M, tal que
f(x)<M, VxeD.

Por outro lado, f € dita limitada inferiormente se existir um numero finito M_ tal que

f(x)=M_ VxeD.
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2.2. Grdfico CAPITULO 2. FUNGOES

Se f for limitada inferiormente e superiormente, entdo ela é limitada.

Exemplo 2.5. A funcéo seno ¢é limitada. De fato, pela definicdo (olhe para o circulo trigo-
nométrico), —1 < senx < 1. Aqui podemos tomar M, =1, M_ =—1. o

Exemplo 2.6. Como visto acima, a func¢éo % ndo é limitada, nem inferiormente nem su-
periormente. Por outro lado, % ndo é limitada superiormente, pois pode tomar valores
arbitrariamente grandes a medida que x se aproxima de zero. No entanto, como % >0,
ela é limitada inferiormente (podemos escolher M_ = 0, ou M_ = —3, ou qualquer outro
numero negativo).

Do mesmo jeito, a funcdo f(x) = —— (Exemplo 2.2) é ndo-limitada, pois toma valores

arbitrariamente grandes (negativos ou positivos) quando x se aproxima de +1 ou —1. ¢

Exemplo 2.7. Considere f(x) = xﬁl. Observe que f é sempre ndo-negativa, e que o nu-

merador é menor do que o denominador para qualquer x: x? < x2+ 1. Logo,

x2 x2+1
< —

0<f(x)= =
< f(x) x24+1 " x2+41

o que prova que f ¢é limitada (por exemplo com M_ =0, M, = 1). o
Exercicio 2.2. Determine quais das fungées abaixo sdo limitadas.

1. x2 3. 5 ——x

x3—x2+x—1

2. tanx 4. 6. x +senx

2.2 Grafico

Um dos nossos objetivos é de entender, pelo menos de maneira qualitativa, a dependéncia
de uma fungédo f (x) em relacdo a sua variavel x. Uma jeito de proceder € representar a fun-
cdo no plano cartesiano, via o seu grdfico. O grafico permite extrair a informacao essencial
contida na func¢do, de maneira intuitiva, pois geométrica.

Seja f uma funcao com dominio D. Esbocar o grafico de f consiste em tracar todos os
pontos do plano cartesiano da forma (x, f(x)), onde x € D. Por exemplo, se f tem um
dominio D = [a, b],

— s

i 1
1 ]

|
|
!
!
|
|
t
a X b

Ao x percorrer o seu dominio [a, b], o ponto (x, f (x)) traga o grafico de f.

Exemplo 2.8. Retas ndo-verticais sdo graficos de um tipo particular. Por exemplo, se f(x) =
~+1 é considerada com o dominio D = [0, 2), o seu grafico é um pedaco da reta de inclinagio

t

5 com ordenada na origem igual a 1:
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CAPITULO 2. FUNGCOES 2.2. Grdfico

Y
1
— x
0o X 2
Observe que uma reta vertical ndo define o grdfico de uma fungdo. >

Exemplo 2.9. Facamos o esboco da fungdo f(x) = |x|, com dominio D = [—1,2]. Lembre
que pela definicdo de valor absoluto em (1.11), |x| = x se x = 0, e |[x| = —x se x < O.
Portanto, o gréfico de f é: 1) entre —1 e 0, a reta de inclinacdo —1 passando pela origem,
2) entre 0 e 2, a reta de inclinagdo 1 passando pela origem:

f(x)

T B T

<

Os dois gréficos acima eram compostos essencialmente de retas. Vejamos agora um exem-
plo um pouco diferente.

Exemplo 2.10. Considere f(x) = x? com D = [—2,2]. Como esbocar o grafico? Por exem-

plo, os pontos (0, £(0)) = (0,0), (1,f(1)) = (1,1), e (=3,f(—3)) = (=3, ;) pertecem ao
grafico. Tracando o grafico completo:

f(x)
|
|
= X
—2 X 2
A curva obtida, chamada pardbola, serd usada inimeras vezes nesse curso. S

Observacao 2.1. Um dos objetivos desse curso é de poder entender as principais proprie-
dades de uma funcéo pelo estudo do seu grafico. A nocao de derivada (ver Capitulo 6) serd
de importancia central nesse desenvolvimento.

No entanto, o grafico da funcfio x? acima foi feito com um computador. Primeiro, o com-
putador escolhe pontos entre —2 e +2, digamos —2 < x; < -+ < x,, < 2, e calcula as posi-
coes (x;, f(x;)). Em seguida, ele traca a linha poligonal formada pelos segmentos ligando
(x;, f(x;)) a (xj41, f (xj41)). Esse procedimento é chamado interpolagdo. Por exemplo, es-
colhendo n = 3, 5 ou 9 pontos no intervalo [—2,2]:
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2.2. Grdfico CAPITULO 2. FUNGOES

Quando o ntimero de pontos escolhidos é grande e |x;,;—x;| € pequeno, a linha poligonal d4
uma idéia do que deve ser o verdadeiro esboco (o grafico do Exemplo 2.10 foi feito com n =
50, e ja ndo da mais para perceber que a curva é na verdade uma linha poligonal). O mesmo
método permite (em principio, tomando as vezes um certo cuidado) usar o computador
para esbocar o grafico de qualquer funcédo f : D — R. Todos os graficos dessa apostila
foram feitos com esse método de interpolacdo. Enfatizemos que as ferramentas matematicas
desenvolvidas mais longe no curso permitirdo extrair informagoes a respeito do grafico de
uma funcdo dada, sem usar o computador. Isso sera o objetivo do estudo de fungdes. La, o
computador podera ser usado somente como meio de verificacdo. °

Um problema inverso é de procurar uma funcao cujo esboco tenha caracteristicas especifi-
cas.

Exemplo 2.11. Procuremos agora a funcdo cujo grafico é a metade superior do circulo de
raio R = 4 centrado na origem:

X

—4 4

Lembre (Secdo 1.2.2) que o circulo completo de raio 4 centrado na origem, v, é formado
pelos pontos (x, y) tais que x? + y? = 16. A funcio procurada seré obtida isolando y nessa
tltima relacio. Para y® = 16 — x? ter solucdes (aqui, y é a incdgnita), é preciso impor
que 16 —x% > 0, o que implica —4 < x < 4. Assim, o dominio da fung¢do procurada é
D =[—4,4] (como podia se adivinhar olhando para a figura acima). Assim, quando x € D,
a equacao acima possui duas solucdes y = +4/16—x2 e y = —+ 16 — x2. Para selecionar o
semi-circulo superior, escolhamos a solucdo positiva. Portanto, a funcéo cujo grafico é dado
pelo semi-circulo acima é:

f : [_454]_)R
x— vV16—x2,

<

Exemplo 2.12. Como a funcédo “valor absoluto”, funcées podem ser definidas por trechos.
Por exemplo, com D =[—1,1), o grafico da funcao

F(x) —X se —1<x<0,
xX)=
Vv1—x2 se0<x<1,
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CAPITULO 2. FUNGCOES 2.2. Grdfico

¢ formado pela reta de inclinacdo m = —1 que passa pela origem entre x = -1 e x =0, e
pela parte do semi-circulo de raio 1 centrado na origem entre x =0 e x = 1:

x
—1 1

Observe que essa funcdo possui uma descontinuidade em x = 0: ao variar x entre pequenos
valores x < 0 e pequenos valores x > 0, f(x) pula de valores perto de zero para valores
perto de 1. o

Exercicio 2.3. Dé uma fungdo (e o seu dominio) cujo grdfico seja:
1. a reta horizontal que passa pelo ponto (—21,—1)
2. a parte inferior do circulo de raio 9 centrado em (5,—4)

3. a parte do circulo de raio 5 centrado na origem que fica estritamente acima da reta de
equagcdo y =3

4. a parte do circulo de raio 5 centrado na origem contida no quarto quadrante

Exercicio 2.4. Esboce os grdficos das seguintes fungbes (todas com D = R):
1. f(x)=1sex <1, f(x)=x? caso contrdrio,
2. glx)=—lx—1|,
3. h(x)=[x],

4. i(x)=x—|x],

5. j0) = [lx[—1l.

Exercicio 2.5. Determine quais curvas abaixo sdo (ou ndo sdo) grdficos de fungbes. Quando
for um grdfico, dé a fun¢do associada.

AN i

T
' 1 —2—1(?12
2

L A

2.2.1 Poténcias inteiras: x?

L .

J4 esbocamos o gréfico da funcdo f(x) = x? no Exemplo 2.10. Vejamos agora o caso mais
geral de uma poténcia f(x) = xP, onde p € Z (excluiremos o caso p = 0, que corresponde

af(x)=1).
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2.2. Grdfico CAPITULO 2. FUNGOES

Poténcias positivas
Para poténcias positivas inteiras, p > 0, temos x? = x - x --- x (p vezes), logo o dominio de

xP é sempre D = R. Quando p ¢é positiva e par, isto é, p € {2,4,6,...}, entdo xP > 0 para
todo x, e os graficos sdo da forma:

xP

|
T
T
T
Ml
t
N}
N
i
R
1
A
k]

Observe que todos os graficos passam pela origem e pelos pontos (—1,1) e (1, 1), e que as
funcoes correspondentes nao sdo limitadas superiormente: tomam valores arbitrariamente
grandes longe da origem (no entanto, todas sdo limitadas inferiormente por M_ = 0). Ve-
mos também que quanto maior o p, mais rapido x? cresce quando x cresce.

Quando a poténcia p é positiva e impar, isto é, p € {1,3,5,...}, entdo ha uma mudanca
de sinal: x? > 0 para x > 0, x? < 0 para x < 0. Os gréficos sdo da forma:

Observe que nenhuma dessas fungoes é limitada em R\{0}, nem inferiormente nem supe-
riormente.

Poténcias negativas

A poténcia negativa p = —1 ja foi encontrada no Exemplo 2.2. Se p < 0, escreveremos
p =—q com q > 0. Assim, x? = xl—q, que nao é definida em x = 0:
f:R\{0} >R
X =

x4

Quando a poténcia q € par, isto é, g € {2,4,6,...}, entdo )% > 0 para todo x # 0, e os
graficos sdo da forma:
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CAPITULO 2. FUNGCOES 2.2. Gréfico

I
£
7

X

Observe que para cada uma dessas fungoes, ao x se aproximar de O, f (x) cresce e toma va-
lores arbitrariamente grandes: é ndo-limitada. Diremos (mais tarde) que ha uma assintota
vertical em x = 0. Também, quando x toma valores grandes, f (x) decresce e toma valores
arbitrariamente pertos de zero. Diremos (mais tarde) que a func¢éo tende a zero no infinito,

e que a reta horizontal y = 0 é assintota horizontal.

Quando a poténcia é impar, a mesma mudanca de sinal acontece, e os graficos tém pro-

priedades parecidas:

2.2.2 Paridade

Observemos algumas simetrias nos graficos das fun¢des x? da secdo anterior. Primeiro, para
os valores de p pares, o gréafico de x? é simétrico com respeito ao eixo y, o que segue do se-
guinte fato: (—x)P = xP. Por outro lado, para os valores de p impares, o grafico de x? é
simétrico com respeito a origem (por uma rotacdo de 180°), o que segue do fato seguinte:

(—x)P = —xP.
Esses fatos levam a introduzir duas nog¢des gerais. Por um lado, diremos que

f éparse f(—x) = f(x), Vx do seu dominio.

Por outro lado,

f é impar se f(—x) =—f(x), Vx do seu dominio.
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2 . 3 ~
Exemplo 2.13. A funcdo f(x) = ;=5 é par. De fato, como as poténcias envolvidas sdo pares,
(—x)? = x2, (—x)* = x*, assim:

(=x)? x?
—x) = = = f(x).
= e = o =)

<

Exemplo 2.14. Considere g(x) = Sen(x) Vimos que o seno é uma funcdo impar: sen(—x) =

—senx. Como consequéncia, a fungio g € impar, ja que

(—X)2 XZ xz
g(—x) = = =— =—g(x).
sen(—x) —senx sen x

<o

Mas uma funcdo, em geral, ndo precisa ser par ou impar. Para mostrar que uma funcéo f
ndo é par, basta achar um ponto x em que f(—x) # f(x). Do mesmo jeito, para mostrar
que f ndo é impar, basta achar um ponto em que f(—x) # —f (x).

Exemplo 2.15. Mostremos que f(x) = x + 1 ndo é par. De fato, olhando para o ponto

x =—1, temos f(—1) =0, e f(1) = 2. Logo, f(—1) # f(1). Mas como f(—1) # —f(1), f

também nao é 1mpar

Exercicio 2.6. Determine quais das fungdes f abaixo sdo pares ou impares (justificando a sua
resposta). Quando ndo for nem par nem impar, dé um contra-exemplo.

I = 3. x%senx 5. sen(senx) 7. senx + cosx

2. V1—x2 4. sen(cos x) 6. sen?x —cosx 8. vVx2—|x|

2.2.3 Crescimento e decrescimento
O que mais nos interessara, no estudo de uma fungéo f dada, sera distinguir as regides em
que ela cresce /decresce:
Definicao 2.1. Seja I um intervalo. Uma fungdo f é
e crescente em I se f(x) < f(x") para todo x,x" €I, x < x’.
e estritamente crescente em I se f(x) < f(x’) para todo x,x" €1, x < x'.
e decrescente em I se f(x) = f(x”) para todo x,x’ €1, x < x'.

e estritamente decrescente em I se f(x) > f(x’) para todo x,x’ €I, x < x’.

Por exemplo, o grafico de uma funcao estritamente crescente:
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CAPITULO 2. FUNGCOES 2.2. Grdfico

f(x)

f(x)

Pela definicdo acima, uma funcdo constante é ao mesmo tempo crescente e decrescente.

Estudar a variacdo de uma funcao f serd entendido como procurar os intervalos em que f
cresce ou decresce.

Exercicio 2.7. Estude a variagdo das fungdes abaixo.

1

1. x 3. x? 7. x —x>

5.
2. |x| 4. x° 6. = 8. |lx|—1]

Mais tarde introduziremos uma ferramenta fundamental (a derivada) para o estudo da
variacao.

2.2.4 Funcoes Trigonométricas

Comecemos com o grafico de sen x, para x € [0,27]:

sen x

—1

Se o seno for considerado na reta real toda, obtemos:

DA NG I P N

Observemos que esse grafico é simétrico em torno da origem (por uma rotacdo de ), o
que reflete o fato do seno ser uma funcdo impar. Vemos também que sen é periddica, de
periodo 27:

SCHXT

sen(x +2m) =senx, VxeR.
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Geometricamente: o gréafico completo (para x € R) é obtido usando transla¢des do grafico
da figura anterior (hachurado, feito para x € [0,27]). Essa propriedade pode ser provada
analiticamente, usando (1.21): sen(x + 27) = sen(7 + (x + 7)) = —sen(x + 7) = sen x.

Consideracoes andlogas se aplicam ao cosseno:

COS X

X S0OJ

Cosx - X

—1

Quando considerado na reta real, o cosseno € par, e também tem periodo 27:

COS X

N = N = 4

O esboco da funcdo tangente é um pouco mais delicado. Como foi visto no inicio do capi-

tulo, tan x = 3= é bem definida somente se x é diferente de 7 £km. Isso implica a presenca

de assintotas verticais no gréfico:

tan x

xuejl
xue]l

Quando considerado na reta real,

tan x
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CAPITULO 2. FUNGCOES 2.2. Gréfico

Observemos que o periodo da tangente é 7 (e ndo 27!), como foi visto em (1.21):

tan(x + ) =tanx, Vx€R.

2.2.5 Transformacoes

O grafico de uma fungéo f permite obter os graficos de outras fungdes, via transformagoes
elementares. Para simplificar, nesta secao consideraremos somente funcoes cujo dominio é
a reta toda.

Exemplo 2.16. Considere o grafico da funcéo f (x) = x2, a pardbola do Exemplo 2.10. Qual
é a funcdo g cujo grafico é o grafico de f transladado de 3 unidades para a direita?

x“ +3

N

+
I 3 =

Vemos que o valor tomado por g em X = x + 3 deve ser o mesmo que o valor tomado por
f em x: g(x) = f(x). Como x = ¥ —3, g(¥) = f(x —3). Logo, a funcédo procurada é
g(x) = (x—3)% °

De modo geral, suponha f(x) definida para todo x, e a # 0 um ntimero fixo. Defina a
funcdo g por

g(x):=f(x—a).
Entdo o grafico de g é obtido transladando horizontalmente o grdfico de f de a unidades.
Apesar do sinal “—”, a translacdo é para a direita se a > 0, e para a esquerda se a < 0.

Por outro lado, se b € R,
h(x):=f(x)+b
¢ uma funcao cujo grafico é o grafico de f transladado verticalmente de b unidades. A trans-
lacdo € para cima se b > 0, para baixo se b < 0.

Exemplo 2.17. Esbocemos o grafico da func¢io f(x) = x* + 2x. Completando o quadrado,
f(x) = (x+1)>—1. Portanto, o grafico de f é obtido a partir da pardbola x? pela composicio
de uma translacio horizontal de uma unidade para a esquerda, e em seguida uma translacdo
vertical de uma unidade para baixo:

\ X
\ /

x2+2x h g

(_1)_1)

o

E claro que o gréfico de g(x):=—f (x) é obtido fazendo a reflexdo do grafico em relacdo ao

eixo x, e que o grafico de h(x):=f(—x) é obtido fazendo a reflexdo do grafico em relacao
ao eixo y. Portanto, se f é par, h e f tém o mesmo gréfico.
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Exercicio 2.8. Considere uma fun¢do f definida na reta toda, e a reta vertical r : x = a. Dé
a fungdo g cujo grdfico é obtido pelo grdfico de f por reflexdo em relagdo a reta r. Faga a
mesma coisa com uma reta horizontal.

Finalmente, estudemos o que acontece com g(x):=|f (x)|. Sabemos que o grafico de g é o
mesmo que o de f em todos os pontos x onde f(x) = 0. Por outro lado, quando f(x) <O,
entdo g(x) = —f(x), isto é, o grafico de g em x é o de f refletido em relacao ao eixo x. Em
outras palavras: o grafico de |f | é obtido refletindo todas as partes do grafico de f negativas,
tornando-as positivas.

Exemplo 2.18. Como x2—1 é a parébola transladada de uma unidade para baixo, o grafico
de |x%—1| é dado por:

|x*—1]

/

L x?—1

<

Exercicio 2.9. Interprete todas as identidades trigonométricas do Exercicio 1.23 como tran-
formacgodes dos grdficos de sen, cos e tan.

Exercicio 2.10. Esboce os grdficos das seguintes fungoes:

1. f(x)=1—]senx| 3. h(x)=||x|—1| 5. j(x)=%senx

2

2. g(x)=x+1—x? 4. i(x)=2senx 6. k(x)= (2;__1")2

Exercicio 2.11. Uma particula de massa m é langcada da origem com uma velocidade Vv = (f,")
A resolugdo da segunda equagdo de Newton mostra que a sua trajetdria é dada pela fung¢do

x y(0) = —og( ) + Lo,

27 \y,

onde g é o campo de gravitagdo. Descreva essa trajetéria. Em particular, calcule 1) a qual

distancia a particula vai cair no chdo, e compare essa distdncia quando g é a constante de

gravitacdo na superficie da terra (g = 9.81m/s?), ou na superficie da lua (g = 1.63m/s?, seis
vezes menor do que na terra), 2) as coordenadas (x,,y,) do ponto mais alto da trajetoria.

Um gréfico permite (em principio) resolver uma inequagéo graficamente.
Exemplo 2.19. Considere a inequacdo do Exemplo 1.2 (dltimo capitulo),

|x —2] > 3.

Com f(x) = |x—2| e g(x) = 3, o conjunto das solucoes da inequacio, S, pode ser inter-
pretado como o conjunto dos pontos onde o grafico de f fica estritamente acima do grafico
de g: f(x) > g(x). Como o grafico de g é uma reta horizontal e o de f é o grafico de |x|
transladado de duas unidades para a direita,
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f \y

I
I
Q
1 2 5

vemos que todos os pontos em (—o0,—1) U (5, 00) satisfazem a essa condi¢do, que é o que
tinha sido encontrado anteriormente. o

Exercicio 2.12. Resolva graficamente:

1. 1—|x—1|>|x| 2. 1—|x—1|>|x| 3. |x2—1]<1

2.3 Montar funcoes

Serad sempre necessario, no estudo de certos problemas, montar uma funcéo que satisfaca a
algumas condicoes.

Exercicio 2.13. Uma esfera é pintada com uma tinta cujo custo é de R$10,00 por metro
quadrado. Expresse o custo total da tinta necessdria em fun¢do do raio (medido em metros) da
esfera, T(r). Em seguida, a esfera é enchida de concreto, a R$30, 00 o metro ctibico. Expresse
o custo total de concreto necessdrio em fungdo da superficie (medida em metros quadrados) da
esfera, C(s).

Exercicio 2.14. Considere um ponto P = (a,b) na reta 2y + x = 2. Expresse d(a) (res-
pectivamente d(b)), a distancia de P ao ponto Q = (1,—2) em funcdo de a (respectivamente
b).

Exercicio 2.15. Um poligono regular (isto €, com todos os seus lados iguais) com n lados é
inscrito em um disco de raio r. Calcule o seu perimetro e a sua drea em funcdode ne r.

Exercicio 2.16. Um recipiente conico € criado girando o grdfico da fungdo |x| em torno do eixo
y. O objetivo € usar esse recipiente para criar um medidor de volumes (digamos, em metros
ctibicos). Explique como que a marcagdo do eixo y deve ser feita: 1m>, 2m?®, ... Faca um esbogo
desse medidor.

Exercicio 2.17. Uma corda de tamanho L € cortada em dois pedagos. Com o primeiro pedago,
faz-se um quadrado, e com o segundo, um circulo. Dé a drea total (quadrado + circulo) em
func¢do do tamanho do primeiro pedaco. Dé o dominio dessa fungdo.

Exercicio 2.18. Um tridngulo ABC ¢ isésceles em A, com |AB| = |AC| = 1. Dé a drea do
tridngulo em fungdo do dngulo entre AB e AC. Em seguida, esboce essa fung¢do no seu dominio,
e ache o angulo para o qual a drea é mdxima.

Exercicio 2.19. Considere aretar : y = x + 1, e os pontos P = (1,0), Q = (¢,0), t > 1.
Seja R, a regido delimitada pela reta r, pelo eixo x, e pelas retas verticais passando por P e Q.
Esboce R,, e expresse a sua drea A(t) em fungdo de t.
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Exercicio 2.20. Considere uma pirdmide I1 de altura H, cuja base é um quadrado de lado
L (H e L sdo constantes). Considere em seguida a pirdmide truncada II" obtida cortando TI
horizontalmente, na altura de um ponto P na aresta lateral, como na ilustragdo.

S

s
\

Expresse o volume e a drea da superficie de I1" em funcdo da distdncia x = |PBl|.

2.4 Composicao, contradominio e imagem

Suponha que se queira obter o valor de sen(7?) com uma calculadora. Como uma calcula-
dora possui em geral as duas funcdes (-) e sen(+), calculemos primeiro o quadrado de m, e
em seguida tomemos o seno do resultado:

(P? 5 sen(-) 9
T =3.1415... — ©* =9,8696... —> sen(7°) = —0.4303...
O que foi feito foi compor duas funcdes.

Sejam f e g duas funcoes reais. Definemos a composicdo de f com g como a nova funcao
f o g definida por

(f 0 g)(x):=f(g(x)).

Isto significa que para calcular x — (f o g)(x)), calculamos primeiro g(x),

x — g(x),

e em seguida aplicamos f:
x = g(x) — f(g(x)).
Exercicio 2.21. Sejam f(x) = x2, g(x) = =, h(x) = x + 1. Calcule

(f ©£)(0),(g 2 f)0),(f g)(1),(g o f)(1),f(g(h(=1))),h(f(g(3))).

Como foi observado no exercicio anterior, f o g é em geral diferente de go f.

As vezes sera necessario considerar uma funcdo complicada como sendo uma composta de
fun¢des mais elementares:

Exemplo 2.20. A funcdo x — +/1 4+ x2 pode ser vista como a composta
x—14+x2—/1+x2,

36

Cdlculo 1, Versdo 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestdes, criticas e corre¢des: sacha@mat.ufmg.br



CAPITULO 2. FUNGCOES 2.4. Composigdo, contradominio e imagem

que significa que v'1+ x2 = f(g(x)), com g(x) =1+ x? e f(x) = 4/x. Observe que podia

também escrever
x—=x2o1+x2—4/1+x2,

que d4 a decomposicido v1+x2 = f(g(h(x))), onde h(x) = x2, g(x) = x+ 1, f(x) =
Vx. o

Exercicio 2.22. Para cada fungdo f a seguir, dé uma decomposi¢cdo de f como composi¢do de
funcdes mais simples.

1. sen(2x) 3. sen(%) 4. L

tan(x)

2 -

senx

Exercicio 2.23. Considere

x+3 sex=0, 2x+1 sex =3,
g(x):=
X sex <3.

x? sex <0,

f(X):={

Calcule fogegof.
Lembramos que uma funcao é sempre definida junto com o seu dominio:

f:D—>R
x — f(x).

Em “f : D — R”, o “R” foi colocado para indicar que qualquer que seja x, f(x) é sempre
um numero real. Em outras palavas: a imagem de qualquer x € D por f é um nuimero real.
Vejamos em alguns exemplos que esse conjunto “R” pode ser mudado por um conjunto que
represente melhor a funcéo.

Exemplo 2.21. Considere
f:R->R
X — x2.

Como x? > 0 qualquer que seja x € R, vemos que a imagem de qualquer x € R por f é
positiva. Logo, podemos rescrever a fun¢do da seguinte maneira:

f:R—[0,00)

x - x2.

Quando uma funcao for escrita na forma

f:D—>C
x = f(x),

para indicar que qualquer x em D tem a sua imagem em C, diremos que um contradominio
foi escolhido para f. Em geral, ndo existe uma escolha tinica para o contradominio.
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Exemplo 2.22. Como, x — senx é uma funcao limitada, podemos escrever

sen: R —[—10,+10] (2.2)

X — Senx.

Mas podemos também escolher um contradominio menor:

sen:R—[—1,+1] (2.3)
X — senx.
Acontece que [—1,+1] é o menor contradominio possivel (ver abaixo). o

Seja f : D — C. Para cada x € D, lembremos que f(x) € C é chamado de imagem de x, e
o conjunto imagem de f € definido como

Im(f):={f(x):x €D}.

Por definicdo, Im(f) € C é um contradominio, e é também o menor possivel. Para cada
y € Im(f), existe pelo menos um x € D tal que f(x) = y; cada x com essa propriedade
¢ chamado de preimagem de y. Cada ponto x € D possui uma tnica imagem em C; um
y € C pode possuir uma preimagem, mais de uma preimagem, ou nenhuma preimagem.

Exemplo 2.23. Considere a funcdo seno na reta. Ao x percorrer a reta real, senx atinge
todos os pontos do intervalo [—1,1]. Logo, Im(sen) =[—1, 1]. Qualquer y € [—1, 1] possui
infinitas preimagens, por exemplo, todos os pontos de {k7, k € Z} sdo preimagens de y = 0.
O ponto y = 2, por sua vez, ndo possui nenhuma preimagem (ndo existe x € R tal que
senx = 2). o

Exercicio 2.24. Calcule o conjunto imagem das seguintes fungoes:

1. -2x+1,D=R 7. x*+1,D=R 13. 1senx, D=R
2. —2x+1,D=[-1,1] 8 1—x%3,D=R i

14. sen(%senx), D =R
3. xP (p impar) 9. x*+2x, D= (—00,0)

1 _
4. x? (p par) 10. tanx, 15. 7, D=R
1 o= —[_x

5 ., D=R\{0} 11. senx, D =[—7,7] y 41 se x>0
6. %,Dz(o,oo) 12. cosx, D=(—%,5% ’ %(x—l) sex <0

Faga a mesma coisa com as fungées do Exercicio (2.4).

Exercicio 2.25. Se f(x) = xzzﬁ, calcule Im(f). Para cada y € Im(f), determine se y possui

uma unica preimagem ou mais.

2.4.1 Bijecao, funcao inversa
Diremos que uma funcédo f : D — C é bijetiva (ou simplesmente: f é uma bijecdo) se

1. Im(f) = C (isto é, se f atinge cada ponto do seu contradominio), e se
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2. qualquer y € C possui uma unica preimagem, i.e. existe um unico x € D tal que
f)=y. 2.4

Quando uma funcio é bijetiva, é possivel definir a sua funcéo inversa, f ' : C — D, onde
para todo y € C, f~}(y) é definido como a tinica solucfio x de (2.4). A funcdo inversa tem
as seguintes propriedades:

VxeD,(flof)(x)=x, eVyeC,(fof )y)=y.

Exemplo 2.24. Considere a funcdo do Exemplo 2.8: f(x) = 7+ 1 com D = [0,2). Entdo
Im(f)=1[1,2), e f :[0,2) — [1,2) é uma bijecéo:

Yy Yy
21 21
o / /
14 l 14
Q x a x
0o = 2 0 ' 2

Como y = 3 + 1, a funcfio inversa obtém-se isolando x: x = 2(y —1). Logo, f ' : [1,2) —
[0,2), f~}(y) = 2(y — 1). Para esbocar o grafico da funcio inversa no plano cartesiano, é
mais natural renomear a varidvel usada para representar f !, da seguinte maneira:

f1:[1,2)—>[0,2)
x—2(x—1).

Podemos agora esbocar f '

F0 f -

E importante observar que o grafico da funcéo inversa obtém-se a partir do grafico de f por
uma simetria através da diagonal do primeiro quadrante:
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Vimos no ultimo exemplo que o grafico de f~! é obtido a partir do gréfico de f por uma
simetria através da diagonal do primeiro quadrante. Isso vale em geral. De fato, se um
ponto (x,y = f(x)) pertence ao grafico de f, entdo (y,x = f '(y)) pertence ao gréfico de
£
Exemplo 2.25. Considere f(x) =1—x2.

7™\ TN\

1) Com D = [—1,1], temos Im(f) = [0,1]. Mas como 1 — (—x)? = 1 — x?, cada ponto do
contradominio (diferente de zero) possui exatamente duas preimagens, logo f : [—1,1] —
[0,1] ndo € bijetiva. 2) Mas, ao restringir o dominio, D =[0,1], entdo f : [0,1] = [0,1], f
se torna bijetiva. O seu inverso se acha resolvendo y = 1 —x?: x = 4/1—y. Assim, a sua
funcdo inversa é dada por f1:[0,1] —[0,1], f ()= +/1—. o

Exercicio 2.26. Mostre que a fungdo

f:(=1,0)—(0,1)

x— vV1—x2

é bijetiva, e calcule f 1. Esboce o grdfico de f L.

Exercicio 2.27. Considere f : (—1,00) = R, f(x) = —=. A partir do grdfico de f, dé o seu

x+1°
conjunto imagem, e mostre que f : (—1,00) — Im(f) € uma bijecdo. Em seguida, dé a sua

fungdo inversa.

Exercicio 2.28. Seja f : R — R uma bijecdo impar. Mostre que a sua fungdo inversa ' :
R — R é impar também.

Exercicio 2.29. Para cada um dos contradominios C a seguir, dé um exemplo explicito de
bijecdo f :(0,1) — C.

1. (0,b), onde b > 0. 3. (0,00) 5. (0,1)

2. (a,b), onde a < b. 4. (—o0, 00)

Exercicio 2.30. Sejam f(x) e g(x), x € R, definidas por

fO=lxl+Gc—1x])?,  gl):=lx]+v/x—lx].

Mostre que g = f 1.
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2.4.2 Inversos das poténcias

Vimos que se p € par, entdo a funcio f(x) = x? € par, e Im(f) = [0, 00) ou (0, 00) (de-
pendendo de p ser > 0 ou < 0). Logo, para serem invertidas, o dominio delas precisa ser
restringido. Escolheremos (para p par)

f:[0,00) — [0, 00)

x — xP.

Vemos que com essa restricio, f se torna bijetiva: para cada y € [0, 00) existe um unico
x €[0, 00) tal que x? = y. Esse x costuma ser denotado por x = y'/?:

f1:[0,00) —[0,00)
y=yr.

No caso p =2, y/2 = /¥ é a fungdo raiz quadrada.

x1/p
p=2:——
p:4: ...........
p=6:-----

Se p > 0 for impar, Im(f) = R e ndo é preciso restringir o seu dominio:

f:R—>R

x — xP
é bijetiva, e o0 seu inverso tem o seguinte grafico:

x1/p

Exercicio 2.31. Complete essa discussdo, incluindo os valores negativos de p.

Exercicio 2.32. Resolva:

1. x>+/x+2 2. (x—12<+vV1—x 3 V=x2—x+6=—(x+
1)
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2.4.3 Funcoes trigonométricas inversas

Vimos que para a funcdosen : R — [—1,1], um y € [—1, 1] possui infinitas preimagens, logo

ndo é bijecdo. Portanto, para inverter a funcao seno, é necessario restringir o seu dominio.

T T

A restringiremos ao intervalo [—7, 5 ]:

ola b - - -

De fato, com essa restricao,
. T T
sen : [_55 E] - [_13 1]
X — senx

¢ uma bijecao, pois cada y € [—1, 1] é atingido e possui uma tnica preimagem. A funcio
inversa é chamada arcseno, e denotada

arcsen: [—1,1] = [—3, 5]

y > arcseny.

Pela sua definicéo, ela satisfaz:

Vy €[-1,1]: sen(arcseny) =y, e Vxe€[—3,5]: arcsen(senx)=x . (2.5)

O grafico de arcsen pode ser obtido por uma reflexdo do grafico de sen pela diagonal do
primeiro quadrante:

arcsen x
s

Observacao 2.2. (J4 fizemos esse comentdrio no Exemplo 2.24.) Como arcsen é definida
como a funcéo inversa de x — senx (no intervalo [—g, %]), 0 mais correto € escrevé-la
y — arcsen y. Mas para esbocgar o seu grafico, faz mais sentido usar a notacdo habitual, em
que o eixo das abscissas é chamado de “x”. Por isso, esse ultimo gréfico representa o grafico
da fungéo arcsen, mas chamando a sua variavel x (em vez de y): x — arcsen x. Faremos a
mesma modificacdo nos proximos graficos. o

Exercicio 2.33. Seja y € (0,5) tal que y = arcsen%. Calcule seny, cosy, e tany.
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O cosseno pode ser invertido também, uma vez que o seu dominio é bem escolhido:
cos:[0,t] = [—1,1]

X — COS X

A funcao inversa é chamada arcosseno, e denotada

arcos:[—1,1] — [0, ]
y > arcosy.

Ela possui as propriedades:

Vy e[—1,1]: cos(arcosy)=y, e VYxe€[0,m]: arcos(cosx)=2x. (2.6)

O gréfico de arcos pode ser obtido por uma reflexdo pela diagonal do primeiro quadrante:

arcos x

T

X

Para inverter a tangente, faremos a restricdo

tan:(—3,5) =R

X — tanx,
obtendo assim uma bijecao.
| tan x |
! Yy !
1 1 X
l X
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A funcdo inversa é chamada de arctangente:

n
2
y—arctany.

arctan : R — (—3,

Como antes,

Vx €(—3%,%): arctan(tanx) =x, e Vy€R: tan(arctany)=y . 2.7)

O seu grdfico possui duas assintotas horizontais: quando x é positivo e grande, o grafico

de arctan x se aproxima da reta de equacdo y = 7, e quando x ¢ negativo e grande, ele se
: 5 o m.

aproxima da reta de equacdo y = —3:

arctan x

Observemos também que arctan é uma fun¢do impar, limitada por 7.

Observacao 2.3. E importante notar que as trés funcdes trigonométricas inversas, arcsen
arcos e arctan, foram definidas a partir de uma escolha de uma restricdo para cada uma das
funcdes sen, cos e tan. Essa escolha pode parecer arbitrdria, mas é a mais comum usada nos
livros de matematica. Continuaremos usando as func¢oes inversas assim definidas, até o fim
do curso. o

Exercicio 2.34. Determine os dominios das seguintes fungoes.

1. arcosx —arcsenx 3. tan(arcsenx)
2—x>
2. arcos(2x) 4. arcos(i:z)

Exercicio 2.35. Uma tela de cinema de 5 metros de altura estd pregada numa parede, 3 metros
acima do chdo. a) Se P é um ponto no chdo a distdncia x da parede, calcule o angulo 6 sob o
qual P vé a tela, em fungdo de x. b) Mesma coisa se P € a 2 metros do chdo. (Obs: no Exercicio
7.15 calcularemos onde colocar o ponto P de modo tal que o dngulo seja mdximo.)

Exercicio 2.36. Resolva:

b 1

1. 3arcsenx = 5 3. 2sen(arcsenx) = 3

2. arctan(x —1) =% 4. arctan(tan(x?)) =

As funcoes trigonométricas inversas tém idendidades associadas. Somente consideraremos
algumas:
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Exemplo 2.26. Provemos, por exemplo, a identidade
cos(arcsenx) = m, Vxe[-1,1]. (2.8)
Primeiro, como sen? a + cos? a = 1, temos, usando (2.6),
cos?(arcsenx) = 1 —sen?(arcsenx) = 1 — x2.

Mas como —7 < arcsenx < 7, vale cos(arcsenx) € [0, 1]; logo, tomando a raiz quadrada
da a idendidade desejada. Um outro jeito de entender a identidade é de escrevé-la como
cos(arcsenx) = cosa, onde a = arcsenx. Logo, sena = x, o que pode ser representado
num triangulo:

Nesse triangulo vemos que cosa = 12 — 1 —x2. o
Exercicio 2.37. Simplifique:

1. cos(2arcosx) 3. sen(2arcosx) 5. sen(2arctanx)

2. cos(2arcsin x) 4. cos(2arctanx) 6. tan(2arcsenx)

Exercicio 2.38. Mostre que para todo x € [—1,1],

arcsen x + arcos x = % .
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2.4. Composicdo, contradominio e imagem CAPITULO 2. FUNGOES
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Capitulo 3

Exponencial e Logaritmo

O objetivo nesse capitulo € definir e descrever as principais propriedades de uma das funcoes
mais importantes da matematica, a exponencial de base a,

y

exp,: R — (0,00)

X — ag*

e da sua funcdo inversa, o logaritmo na base a,

log, x

log,:(0,00) - R
x = log,x x

Os exemplos de uso dessas duas fungdes em ciéncias sdo inumeros. Vejamos dois exemplos
onde elas aparecem nos axiomas de uma teoria:

Exemplo 3.1. Em fisica estatistica, estudam-se sistemas em equilibrio termodindmico. Su-
ponha que um sistema pode estar, no equilibrio, em um dos N microestados xq,...,xy de
energias respectivas E,,...,Ey. Se a temperatura é T, a probabilidade do sistema estar
no estado i é dada por

E;
e ksT
bi = 7 )
onde e* é a funcdo exponencial na base e = 2.718... (ver Secdo 3.3), k; é a constante de
Boltzmann e Z a funcéo de particao. o
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3.1. Exponencial CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO

Exemplo 3.2. Em Teoria da Informagdo, estudam-se sequéncias infinitas de simbolos alea-
torios. Com um alfabeto binario A = {0, 1},

01101001000011011011001001101010011001000000111010101100110....
Com um alfabeto A ={0,1,2,...,8,9},
43895612031468275092781059463897360142581974603522706194583...

Se cada algarismo a; de um alfabeto A = {a;,a,,...,a;} aparece com uma probabilidade
k ~ . A -

p;, onde ijl p; = 1, entdo a Entropia de Shannon de uma sequéncia aleatéria com essa

propriedade é definida por

k
S= _ijk)gzpj:
j=1

onde o logaritmo é na base 2 (mas pode ser tomado numa base qualquer). S d4 um limite
para a maior taxa de compactacao para essa sequéncia. o

Uma construcdo completa das fungdes exp, x, log, x, para todo x € R, como se encontra
nos livros de andlise, requer um conhecimento detalhado das propriedades dos nuimeros
reais. Aqui daremos uma construcio que, apesar de nio ser completamente rigorosa, tem
a vantagem de ser intuitiva (espera-se) e permitird usar essas funcoes ja desde o préximo
capitulo.

3.1 Exponencial

Seja a > 0 um numero positivo, fixo, chamado base. Definamos primeiro, para todo nimero
natural n € N,
exp,(n):=a"=a-a---a (nvezes).

(Em particular, a’ = a.) Assim obtemos uma funcéo

exp, : N — (0, 00)

n—a",

que satisfaz as seguintes propriedades: para todo m,n € N,

a™a" =a™m", (3.1)
(a™)'=a™". (3.2)

Se b > 0 for uma outra base,
(a-b)"=a"b". (3.3)

O nosso objetivo é de estender essa fung¢éo a reta real toda:

exp, : R — (0, 00)

x—a*.

Faremos essa extensdo passo a passo, com o seguinte objetivo em mente: que as relagoes
(3.1)-(8.3) sejam sempre satisfeitas, também para varidveis reais.
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CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 3.1. Exponencial

Por exemplo, como definir a®? Para (3.1) ser satisfeitacomm=0,n=1,

Podemos em seguida definir a exponencial dos inteiros negativos, a™".

(3.1) com m = —n, temos

Usando de novo

O mesmo raciocinio pode ser aplicado em geral: se a* ja foi definido para x > 0, entdo o
Unico jeito de definir a™ é como:

Estamos por enquanto com uma funcdo
exp, : Z — (0, 00)
n—a".

Facamos um primeiro esboco, isto é, representemos alguns pontos de coordenadas (n,a"),
n € Z, no plano cartesiano (nessa figura, a = 2):

an

1

— 7
2

—_—

. b : |
-4 -3 -2 -1 0
J& podemos observar que para valores de n positivos grandes (aqui a = 2),
21=2 22=4, 22=8 2%=16, 2°=32, 2°=64,..

Como cada elemento dessa sequéncia é o dobro do anterior, ela diverge exponencialmente
rapido. Por outro lado, para valores de n negativos grandes, a sequéncia converge exponen-
cialmente rapido para zero:

271=05, 22=0.25, 2°2=0.125, 27%=0.0625, 27 =0.03125...

Agora que a* foi definida para os valores de x inteiros, vejamos como definir a* para os

.. ., 1
semi-inteiros x € {... ,—%,—%,—%, %, %, %, ...}. Por exemplo, se x = %, ja que (a2)* = a por

49

Cdlculo 1, Versdo 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestdes, criticas e corre¢des: sacha@mat.ufmg.br



3.1. Exponencial CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO

(3.2), vemos que az

Quando m > 0,

= 4/a. Para definir a* para x = 5, m € Z, usemos também (3.2).

a?:=(az)" = ya",
e quando m < 0,
1
TEH

a
Assim, o grafico anterior pode ser acrescentado dos pontos da forma (5,a?):

A ——————

-4 -3 -2 -1 0 1 2
Repetindo esse processo, a* pode ser definido para os pontos da forma 7, %, ¢, etc, ob-

tendo assim uma funcdo definida para qualquer x da forma 7. Esses reais sdo chamados
de racionais diddicos.

ot
oo
.........
.......

o e e e B o B HHHHHHHHHHH I Y
-4 -3 —2 -1 0 1 2 -4 -3 -2 -1 0 1 2 -4 -3 -2 -1 0 1 2

Observe que a medida que k aumenta, os racionais diddicos 5 vdo enchendo a reta real:
diz-se que eles formam um conjunto denso na reta.

Mas todos os racionais diddicos sdo racionais, e existem muitos (!) reais que nao sdo
racionais... Daremos a idéia da ultima (e mais delicada) etapa da construcdo de a* para
qualquer real x. Procederemos por aproximagdo, observando que qualquer real x pode ser
cercado por dois diddicos, digamos z_ e z,, arbitrariamente préximos um do outro.

Exemplo 3.3. Por exemplo, © = 3.141592... éirracional !, e é possivel obter aproximacdes
pegando sucessivamente diddicos com k =0,1,2,...,etc.:

3
3:—<n<i:4

20 20

6 7
3=—<n<—=3.5

21 21

12 13
3=—<nm<—=3.250

22 22

25 26

3.125=— <1< —=3.250 etc
23 23

A irracionalidade de 7 foi provada pela primeira vez por Johann Heinrich Lambert em 1761.
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CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 3.1. Exponencial

Assim, podemos sempre achar um diddico, ou maior ou menor do que 7, cujo valor numérico
¢ arbitrariamente perto de 7. o

Assim, para qualquer irracional x, é possivel escolher uma sequéncia decrescente de dia-
dicos z' que tende a x, z© \, x, e uma sequéncia crescente de diddicos z que tende a x,

z /X

Vemos entdo que os valores de a® e a* se aproximam de um valor comum, que serd usado
para definir o valor de a*.

Observe que essa construcao usa implicitamente, pela primeira vez, a idéia sutil de limite,
que serd apresentada no proximo capitulo: qualquer real x pode ser aproximado por uma
sequéncia g, de racionais diddicos:

x = lim z,.
n— o0

Como a* j4 foi definida para cada z, da sequéncia, a* é definida como

a*:= lim a*.

n—oo

Pode ser mostrado que a funcdo x — a* obtida satisfaz as propriedades (3.1)-(3.3). Por
exemplo, se y é um outro real, aproximado pela sequéncia w,, y = lim,_,., w,, entdo x +y
pode ser aproximado pela sequéncia (z, + w,,), logo

a**’ = lim a®™» = lim a*a"" = (lim a*)( lim a"") = a*a” .

Todas as operacOes acima sdo corretas, mas precisam ser justificadas.
AQUI Assim conseguimos definir a funcdo exponencial na base a > 0 como uma funcao
definida na reta real inteira:

exp, : R — (0, 00)

x—a*.

Ela foi construida de maneira tal que as seguintes propriedades sejam satisfeitas: a® =1,

a‘a’ =a* (3.4)
(a*) =a* (3.5)

ax

4 _ xy

P a (3.6)
(ab)* =a*b*. 3.7)

Todas as func¢des exponenciais com base a > 1 tém gréficos parecidos:
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3.1. Exponencial CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO

Observe que todos os graficos passam pelo ponto (0, 1), e que x — a* é estritamente cres-
cente:
x<y & a‘<al.

Para os valores a < 1, basta usar uma simetria: Para a = % por exemplo, podemos observar
que
_ (1 _9—x _
exp1 (x) = (1) = 27 = exp,(—x).

Portanto, o grdfico de x — (%)x é obtido a partir do grafico de x — 2% por uma simetria
pelo eixo y. Em geral, o gréfico de x — (%)x é obtido a partir do grafico de x — a* por uma
simetria pelo eixo y:

-1
Cl—3 a*
-1
a=s
2
a—3 .
} t X
—2 —1

Temos também que quando 0 < a < 1, x — a* é estritamente decrescente:

x<y & a*>al.
, . - ~ _ -1 (3y- 3
Exercicio 3.1. Esboce os grdficos das fungbes 1 —27, 37, (5)77, —(§)|x|.

Com mais fungoes, resolvem-se mais (in)equacoes:
Exemplo 3.4. Resolvamos
3*+37=2.
Multiplicando por 3* em ambos lados e agrupando os termos obtemos (3%)>—2-3%+1 = 0.
Chamando z = 3*, essa equacio se torna z> — 2z + 1 = 0, cuja tinica solucfio é z = 1, isto &,
3* =1. Logo, S = {0}. o
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CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 3.2. Logaritmo

Exercicio 3.2. Resolva:
1. 5*+25-5* =26 3. 2t1-16<0 5 (2°—2)(&-1)<0

2. (2¥)*=16 4. 3*> 3 6. 221 > 5l=x

Observacao 3.1. Para se acostumar com a as mudancas de escala entre os valores de 10"
para n grande positivo e n grande negativo, sugiro assistir o pequeno filme classico de Char-
les e Bernice Ray Eames de 1968: Powers of Ten (Poténcias de dez). Se encontra por exemplo
em: http://www.youtube.com/watch?v=0fKBhvDjuyO. .

Observacao 3.2. Lembramos que a base de uma exponencial é sempre estritamente positiva.
De fato, definir a exponencial para bases negativas, por exemplo a = —1, daria problemas
j4 para definir (—1)'/2, que corresponde a +/—1, que nio é definido nos reais. Observe
também que a base a = 0 nfo é interessante, mas mesmo assim daremos um sentido a “0°”
no Capitulo 6. o

3.2 Logaritmo

Como a exponencial x — exp, x € estritamente crescente (ou decrescente se 0 < a < 1), é
uma bijecdo de R para (0, 00), e a sua funcdo inversa é bem definida, chamada logaritmo
na base a:

log,:(0,00) = R
y—log,y.

Como a° = 1, temos log, 1 = 0, e como a' = a temos log,a = 1. O gréfico do logaritmo,
dependendo da base, é da forma:

a>1: Y O<a<l1l: Y

log, x
1+ /
1 1
x x
a \
log, x

O logaritmo é estritamente crescente se a > 1, estritamente decrescente se 0 < a < 1. Por
definicéo,

Vx>0:d%*=x, eVYxeR: log,(a*) = x. (3.8)

A definicdo do logaritmo deve ser lembrada pela seguinte equivaléncia:
z=log,x & a'=x. (3.9

Por exemplo, para calcular log, 8, basta chamar z = log, 8, que é equivalente a 2* = 8, cuja
Unica solucdo é z = 3.
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3.2. Logaritmo CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO

Observacio 3.3. O logaritmo foi inventado por Napier ? no século XVI, numa época em
que ainda ndo existiam calculadoras. Suponha que se queira calcular, na mdo, uma poténcia
de um ntimero grande. Por exemplo: 9846°. A conta, apesar de nio ser dificil, requer um
certo trabalho: primeiro calcula 9846% = 9846 x 9846 = --- = 96943716. Depois, calcula
9846° = 96943716 x 9846 = 954507827736, etc. Até obter 9846°, que é um ndmero de
23 digitos...

Suponha agora que seja conhecido um numero x tal que 9846 = 10*. Entdo, pela propri-
edade (3.5) da exponencial, tomar a sexta poténcia se reduz a multiplicar x por 6:

9846° = (10%)® = 10!

O numero procurado x ndo é nada mais do que o logaritmo de 9846 na base 10: x =
log,,9846 (com a minha calculadora: x ~ 3,9932). No fim do século XV I j4 existiam
tabelas dando log,, n para todos os inteiros n entre 1 e 90000, com uma precisio de quatorze
decimais.

Dando assim um novo jeito de calcular, logaritmos se tornaram uma ferramenta indispen-
sdvel nas ciéncias e na engenharia. O Kepler 3 usou logaritmos sistematicamente no seu
estudo do movimento dos planetas. o

O logaritmo satisfaz as seguinte identidades (supondo x, y > 0, menos na segunda, onde
y €R):

log,(xy)=1log,x +log,y (3.10)
log, (x”) = ylog, x (3.11)
log, 3 =log, x —log, y (3.12)

Para provar a primeira, chamemos z = log,(xy), o que significa a* = xy. Escrevendo
x = a"°%~, y = g'°%¥ e usando a propriedade (3.4) da exponencial, temos

a = alogaxalogay — aloga x+log, y .
Assim vemos que z = log, x +log, y, o que prova (3.10).
Exercicio 3.3. Prove (3.11) e (3.12).

Exercicio 3.4. Calcule, sem usar calculadora,

log,16, log,1, log,7:, log,,8, 7.

Exercicio 3.5. Suponhamos que o tamanho de uma populag¢do de baratas numa casa dobre
a cada més, e que no fim do més de dezembro de 2010, foram registradas 3 baratas. Dé o
numero de baratas em fungdo do niimero de meses passados (n = 1: fim de janeiro, etc.)
Quantas baratas vivem na casa no fim do més de julho de 2011? No fim de agosto? Quando
que serd ultrapassado o milhdo de baratas?

2John Napier, Merchiston (Escécia) 1550 - 1617.
3Johannes Kepler, Weil der Stadt (Alemanha) 1571 - Regensburg 1630.
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CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 3.2. Logaritmo

Exercicio 3.6. Dé o dominio de cada fungdo abaixo.

1. logs(2 + x) 4. 4/1—log,(x) 6. log,(|2x + 1|+ 3x)
2. log,(2—x) 5 1

T /1-logg(x)
3. log6(8+x2) 8 7. 310g3x

Suponha que o logaritmo de x > 0 seja conhecido na base a: log, x. Como calcular o
logaritmo numa outra base b > 0, log, x? Chamando z = log; x, temos b* = x. Mas b pode
ser escrito como b = a!°%®, assim temos a*!°¢® = x. Portanto, zlog, b = log, x. Obtemos
assim a férmula de mudanca de base:

1 log, x (3.13)
0g, X = . .
8 log, b
Exemplo 3.5. Resolvamos:
2¥.37% =4,

Coloquemos cada termo na mesma base, por exemplo na base a = 5:
5x10g52 . 5—x10g53 — 510g54
. _ . ‘. _ logs 4
Logo, x sat1sfa% xlogs 2 —xlogs 3 = log, fL, isto é: x = m: Observe que por (3.13),
essa resposta ndo depende da base escolhida para calcular o logaritmo. De fato, ao escolher

b =3 em vez de a =5, terifamos obtido x = log;;gfﬁggs, que por (3.13) é igual a
logs 4
1223 _ logs 4
log:2  logz3 — _ :
e — oy log; 2 —logs 3
<
Exercicio 3.7. Resolva.
1. 2* =1 4 P =5 7. logg(—x) >0
2 e
2. log,,(x +3)=3 5. logy(x*+1)=—2 ) e o)
3 log, (=2 9.

Exercicio 3.8. Considere duas colénias de bactérias, de tipos A e B, originalmente com N, =
123456 e Ny = 20 individuos. As bactérias do tipo A triplicam (em nuimero) a cada dia,
enquanto as do tipo B dobram a cada hora. Quanto tempo demora para as duas colonias
terem populagdes iguais em tamanho? A longo prazo, qual colonia cresce mais rdpido?

Exercicio 3.9. Mostre que a fungdo abaixo é uma bijecdo, e calcule f~'.

fiR->R]
3¥+2
3—x

X —
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3.2. Logaritmo CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO

Exercicio 3.10. Deixar uma quantidade C, no banco numa poupanga com taxa de juros de
r% significa que em um ano, essa quantidade gerou um lucro de 755C,. Assim, depois de um

ano, a quantidade inicial acrescentada do lucro é de: C; = Cy + 155Co = (1 + 155)Co- Se essa
nova quantidade for deixada por mais um ano, a nova quantidade no fim do segundo ano serd
de C, =C; +75C: = (1 + 1(r)—o)ZCO. Assim, a quantidade de dinheiro em fung¢do do numero de
anos € exponencial de base a =1 + 155:
_ r \"
C,=Co(1+ ) -

1. Suponha que a taxa é de 5%. Se eu puser RS1000 no banco hoje, quanto que eu terei
daqui a 5 anos? Quanto que eu preciso por no banco hoje, para ter RS2000 daqui
a dois anos? Se eu puser RS1 hoje, quantos anos que eu preciso esperar para eu ter
RS1.000.000?

2. Qual deve ser a taxa se eu quiser investir RS1000 hoje e ter um lucro de RS600 em 5
anos?

Exercicio 3.11. Uma folha de papel é dobrada em dois, para ter a metade do tamanho inicial
mas uma espessura duas vezes maior; pra depois ser dobrada de novo em dois, etc.

1. Estime a espessura de uma folha de papel A4 comum, e calcule a espessura total depois
de 6, respectivamente 7 dobras.

2. Quantas dobras sdo necessdrias para que a espessura final seja a) de 1.80m? b) do
tamanho da distancia terra-lua?

Observacao 3.4. O uso de logaritmos é comum quando se quer comparar certas grandezas
fisicas que tomam valores grandes. Como exemplo, considere a nossa percepc¢ao do volume
sonoro, que depende da poténcia exercida pela pressdo do ar nos nossos timpanos. Por
um lado, a poténcia minima que um timpano consegue detectar fica em torno de P,;, =
1072w /m?2. Por outro lado, a poténcia maxima que ele consegue aguentar (isto é sem
soffrer danos irreversiveis) fica em torno de P,,,, = 100W /m?. Para P ~ P, a sensacio ¢é
de que ndo hd som nenhum (volume nulo). Quando P ~ P, .., a sensacdo é de um volume
altissimo.

Acontece que a nossa percepc¢ao do volume associado a uma poténcia intermediaria P,;, <
P < P,.. é proporcional ndo a P mas ao logaritmo de P. Por isso, define-se o numero de
decibeis (unidades: dB) associado a poténcia P como

p
L(P) = 10-10g10(P—). (3.14)

min

Assim, L varia entre um minimo de

Pmin

Ly = 10-log;o( 222 ) = 0B,

e um maximo de

L. =10 1og10([;m“") = 140dB.

min

Exercicio 3.12. Qual € o volume total produzido por duas fontes de 120dB cada?
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CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 3.3. Abasee=2,718...

3.3 Abasee=2,718...

A exponencial a* foi definida para qualquer base a > 0. A escolha de uma base especifica
depende em geral da situacdo. Por exemplo, num problema de bactérias cuja populagido
dobra a cada unidade de tempo, a base serd a = 2. Vimos também que a base ndo precisa
ser inteira: no Exercicio 3.10,a =1+ ﬁ.

A priori, qualquer base pode ser escolhida para estudar um problema. Por exemplo, se
tivermos alguma preferéncia para a base 3, qualquer exponencial pode ser transformada na

base 3:
2X — 3(log3 2)x 5X — 3(10g3 5)x 17x _ 3(log3 17)x

Existe uma base, denotada por e, cuja importédncia serd vista nos proximos capitulos, mas
que serd introduzida aqui:

e =2.718281828459045235360287471352...

Como 7, o nimero e é uma constante fundamental da matematica. Ele pode ser definido
de varias maneiras. Por exemplo, geometricamente, e é o Unico numero > 1 tal que a area
delimitada pelo grafico da fungédo x — %, pelo eixo x e pelas retas verticais x = 1, x = e,
seja igual a 1:

==

area=1

(Mais tarde veremos como calcular a drea debaixo de um grafico.) Analiticamente, ele pode
ser obtido calculando o valor da soma infinita (chamada série, ver Cdlculo 2)

ou como o valor do limite
e= lim (1+1)". (3.15)

Foi mostrado por Euler * que e ¢é irracional.

Nao mostraremos aqui porque que as trés definicOes acima sdo equivalentes, mas a partir
de agora admitiremos que o limite em (3.15) existe, e o usaremos para definir a base e.

A exponencial associada 4 base e costuma ser escrita exp(x) (em vez de exp,(x)), ou sim-
plesmente e*. O logaritmo na base e escreve-se In(x) (em vez de log,(x)), e chama-se
logaritmo neperiano (devido a Napier), ou logaritmo natural. Por serem a exponencial
e o logaritmo de uma base especifica, as fungdes e* e In x possuem todas as propriedades
das fungdes log, x descritas acima para a > 1. Em particular, elas sdo ambas estritamente
crescentes:

“Leonard Euler, Basileia (Suica) 1707 - Sdo-Petersburgo (Russia) 1783.
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3.3. Abasee=2,718... CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO

e
Yy Yy
Inx
e 1
X
1 e
J x
1

Veremos que é mais facil manusear exponencial e logaritmos quando esses sdo na base e.
Por exemplo, sera visto que a funcdo e* é a tinica funcdo cujo valor em x =0 €é 1, e que é
igual a sua prépria derivada: (e*)" = e*.

Observacao 3.5. Uma boa referéncia para aprender mais sobre o nimero e, sobre a inven-
cdo do logaritmo e sobre o seu papel no desenvolvimento do Cdlculo é o livro de Eli Maor,
e: a histdria de um numero (se encontra na Biblioteca Central). °

Daremos mais dois exemplos em que a constante e tem um papel fundamental:

Exemplo 3.6. A curva de Gauss, ou Gaussiana é uma distribui¢do de probabilidade univer-
sal, que rege o desvio padrdo de um grande nimero de varidveis aleatérias independentes:

p(x)

2

X
2

p(x) = s=e

<

Exemplo 3.7. Em fisica nuclear, uma substancia radioativa se desintegra naturalmente com
uma taxa 0 < A < 1, o que significa que a quantidade de substancia em funcdo do tempo t
decresce como

N, =Nye™ ,t>0, (3.16)

onde N, € a quantidade de substancia inicial e t o tempo.

N,
N,

t (anos)
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CAPITULO 3. EXPONENCIAL E LOGARITMO 3.4. Fungoes hiperbdlicas

Exercicio 3.13. Considere (3.16).

1. Calcule o tempo de meia-vida T, isto é, o tempo necessdrio para a quantidade de subs-
tdncia ser igual a metade da sua quantidade inicial. Qual € a quantidade de substdncia
sobrando depois de duas meia-vidas? Quatro? Existe um tempo em que a substdncia
toda se desintegrou?

2. Sabendo que o urdnio 235 possui uma taxa de desintegracdo Ay = 9.9 - 1071°, calcule o
seu tempo de meia-vida.

Exercicio 3.14. Resolva:

1. In(—x)=2 6. e 1< /e

2. In(x*)=0 7 e% >ei2

3. In(x+1)+:=0 8 In(23)<0

4. In(1+x?)=—1 9. In|x+4|+In|x—1|=1n6
5. e +e¥=4 10. (Inx)*>+1lnx>0

Exercicio 3.15. Determine quais das funcbes abaixo sdo pares, impares, ou nem par e nem

{mpar.
2_ .4 _ 2
1. e 3. e 5. e¥—e™™ 7. elde
T x44x6+1

2. Inx 4. e¥+e™ 6. In(1—|x|+ x?)

Exercicio 3.16. Esboce o grdfico da func¢do g(x):zﬁ. Em seguida, esboce o grdfico da
fungdo f (x):=(Inog)(x) somente a partir das propriedades do grdfico de g e das propriedades
do In.

ex

Exercicio 3.17. Determine o conjunto imagem da fungéo f(x):=57.

3.4 Funcoes trigonométricas hiperbdlicas

A exponencial na base e permite definir trés funcdes fundamentais chamadas respectiva-
mente seno hiperbdlico, cosseno hiperbdlico e tangente hiperbdlica:

er—e™™ eX+e™ eX—e™™
senhx:=———, coshx:=——, tanhx:=—. (3.17)
2 2 eX+e

Para entender a origem da mistura de terminologia (nada débvia a priori!) usada para de-
finir essas funcoes, “trigonometria” e “hipérbole”, o leitor interessado podera consultar o
texto da Professora Sonia Pinto de Carvalho °. Estudaremos mais a fundo as propriedades

>www.mat .ufmg.br/~sonia/pubensino.htm
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3.4. Fungoes hiperbdlicas CAPITULO 3.

EXPONENCIAL E LOGARITMO

dessas funcoes nos préximos capitulos; por enquanto faremos somente alguns comentdrios.

Observe primeiro que

senh x
tanhx = ,
cosh x
Também,
(ex +e ™ )2 (ex —e ™" )2 e +2+e e —2+e
2 2 B 4 4

portanto vale a seguinte identidade,
cosh®?x —senh’x =1,

que tem uma semelhanca com (1.24): cos®x +sen’x = 1.

(3.18)

Exercicio 3.18. Mostre que cosh x é uma fungdo par, e que senh x e tanh x sdo impares.

Os gréficos das funcgoes hiperbdlicas serdo estudados em detalhes nos préximos capitulos.
Mencionaremos somente o seguinte fato: o grafico da funcdo cosh x aparece a cada vez que

uma corda é pendurada entre dois pontos A e B:

A
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Capitulo 4
Limites

Nesse capitulo comecaremos o estudo do conceito fundamental do Calculo: limite.

A ordem na qual a matéria é apresentada aqui é um pouco diferente da ordem usual. Na
Secdo 4.1 comecaremos descrevendo os limites no infinito, isto é, estudaremos o comporta-
mento dos valores de uma funcio f(x) quando x é grande (positivo ou negativo). Depois,
na Secdo 4.2, olharemos o que acontece quando x — a, onde a é um ponto da reta real. A
nocao de continuidade serd considerada na Secéo ??.

4.1 Limites lim,_, . f(x)

A primeira informacdo que serd extraida sobre uma funcao serd o seu comportamento no
infinito. Portanto, comecaremos estudando os valores de uma funcéo f(x), quando x fica
arbitrariamente grande e positivo, ou arbitrariamente grande e negativo.

4.1.1 Introducao

Apesar de elementar, o nosso primeiro exemplo serd um dos mais importantes, pois ele nds
permite introduzir pela primeira vez a ideia de tender a zero.

Exemplo 4.1. J& montamos o grafico da funcao % no Capitulo 2. Consideremos aqui o que
acontece com }( quando x toma valores grandes, positivos ou negativos:

==

X 1/x

1/x X
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4.1. Limiteslim,_,_, f(x) CAPITULO 4. LIMITES

Quando x se afasta da origem, tomando valores grandes e positivos, o que serd denotado
X — +00, vemos que os valores de }( tendem a zero. Para ilustrar isso podemos observar
os valores da funcdo quando a varidvel toma por exemplo os valores x = 10, x = 100,
x = 1000, ...:

| 10 | 100 | 1000 | 10’000
| 0.1]0.01 | 0.001 | 0.0001

=IH &
Il

Na verdade, pegando uma outra seqiiéncia de niumeros, por exemplo x =4, x =8, x =16,
x = 32, ..., observariamos também que os valores se aproximam de zero. O fato de % se
aproximar de zero a medida que x aumenta é obviamente devido ao fato da divisdo de 1
por um numero grande resultar em um nimero pequeno.

Vamos ser agora um pouco mais precisos, e render quantitativa a seguinte afirmacao: tomar
x grande o suficiente permite tornar % arbitrariamente pequeno. Vamos proceder da seguinte
maneira. Primeiro escolhamos um nuimero positivo arbitrario, pequeno, que chamaremos
de tolerancia. Por exemplo: 0.000002. Em seguida, facamos a pergunta: qudo grande x
precisa ser tomado para tornar % menor que a tolerancia escolhida, isto é

0 < —<0.000002 °? 4.1)

e

Para responder, basta resolver a desigualdade acima. Multiplicando ambos lados por x
(pode ser feito sem mudar o sentido da desigualdade, ja que x é positivo), e dividindo
ambos lados por 0.000002,

0.000002
Como m = 500000, isso significa que qualquer nimero x que satisfaz

x = 500000,

também satisfaz (4.1). Isto é, tomar um numero x qualquer maior ou igual a 5000000
garante que a sua imagem (pela funcdo %) sera contida entre 0 e 0.000002 (a tolerancia
que fixamos).

O importante é que o mesmo raciocino pode ser feito com qualquer tolerancia, mesmo
muito pequena. Por exemplo, podemos escolher uma tolerancia igual a 0.00000000123, e
verificar que todos os x grandes, dessa vez x > 813008131, satisfazem

1
0 < —<0.00000000123.
x
Vemos que o mesmo argumento funcionard com qualquer tolerdncia. Logo, em vez de
tomar valores particulares para a tolerancia, podemos simplesmente dar um nome a ela: e.
Seja entdo € > 0 uma tolerdncia qualquer (subentendido: tdo pequena quanto quisermos,
mas fixa). Podemos entdo procurar os x > 0 que satisfazem

0<—<e.

==

Resolvendo essa desigualdade obtemos:

=
Y
D =
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CAPITULO 4. LIMITES 4.1. Limiteslim,_,., f(x)

==

O fato de ser possivel mostrar que para uma tolerancia arbitrariamente pequena, existe
sempre um intervalo infinito de valores de x para os quais a desigualdade 0 < % <eé
verdadeira é o que define rigorosamente o limite. A seguinte notacdo costuma ser usada:

. 1
lim —=0.
x—+00 X

Leia-se: o limite de %, quando x tende a +09, é igual a 0, ou % tende a zero quando x tende
a +oo. Enfatizemos que isso néo significa, de forma alguma, que % é igual a zero quando
x é grande, mas somente que se aproxima arbitrariamente perto de zero a medida que x vai
crescendo.

Consideremos agora o que acontece com % quando x — —oo. Dessa vez a funcdo tende a
zero também mas com valores negativos, ja que % < 0 se x < 0 (dé uma olhada na figura
do inicio do exemplo). Logo, gostariamos de fixar uma tolerancia € > 0, e achar os x que
satisfazem

—<—<0.

= |~

Desta vez, essa desigualdade é satisfeita para qualquer x < —%. Escreveremos também:

1
lim —=0.

xX—>—00 X

Poderiamos ter calculado os dois limites de uma vez, x —» —00 e x — +090, observando
simplesmente que para um € > 0 fixo, é possivel garantir

H
—|<e€
X

para todo x a distancia maior que % da origem, isto é |x| > o

Rl= o=

O Exemplo 4.1 levou a definir precisamente o que significa ~ tender a zero quando x — 0.

Podemos agora considerar o caso geral:

Definicao 4.1. Diremos que f (x) tende a zero quando x — o0 se para qualquer tolerdncia
€ > 0, € possivel garantir que

|f(x)| <€ paratodo x > 0 suficientemente grande. (4.2)

Escreve-se:
lim f(x)=0.
xX—> 00
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4.1. Limiteslim,_,_, f(x) CAPITULO 4. LIMITES

O valor absoluto foi usado em (4.2), pois f (x) pode tender a zero sem que o seu sinal seja
sempre > 0 ou < 0 (como foi visto no caso de %). Para ver um caso que em uma funcao
tende a zero com o seu sinal oscilando, veja a figura do Exemplo 4.15 na pégina 75.

Exercicio 4.1. Usando a defini¢gdo acima, mostre que

500 2
lim — =0, limizo, lim =0.
x—00 X X—00 X2 x—00 3 —x

Exemplo 4.2. Consideremos em seguida o comportamento de

, quando x — +00.
X+ 2

Para ver o que estd acontecendo, calculemos primeiro a funcdo para alguns valores de x,
grandes e positivos:

x= | 10 | 100 | 1000 | 10°000

=3 ~ | 0.8333 | 0.9803 | 0.9980 | 0.9998

Isso parece indicar que 5 se aproxima de 1 quando x — +00. Esse fato pode ser observado
no trago do gréfico da fungao (feito com um computador):

Gostariamos entdo de dar um sentido ao seguinte simbolo:

lim —— =1. (4.3)
x—00 x + 2

A dificuldade, aqui, é que quando x toma valores grandes, -5 ¢ uma divisdo de dois ni-
meros grandes, o que representa uma forma de indeterminagdo (falaremos mais sobre isso
depois). No entanto, mostraremos que 7 tende a 1, mostrando que 55 — 1 tende a zero
no sentido da Definicdo 4.2.

Fixemos uma tolerancia € > 0, e procuremos saber se da para garantir que

X
‘ - 1( <e, (4.4)
x+2
para todo x suficientemente grande. Comecemos explicitando a diferenca:
X 2
=l 43
x+2 x+2 |x + 2| x+2°

Os valores absolutos foram removidos na dltima igualdade, ja que x serd tomado grande,
positivo, o que implica x + 2 > 0. Agora, (4.4) sera satisfeita se saber se d4 para garantir
que

2

<
x+2
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CAPITULO 4. LIMITES 4.1. Limiteslim,_,., f(x)

Resolvendo a desigualdade obtemos:

2
x=—-—2.
€
Como isso pode ser feito com qualquer tolerancia, conseguimos provar (4.3). o

Vejamos agora um exemplo em que o comportamento quando x — o0 pode ser diferente
do comportamento quando x — —00.

|x|

Exemplo 4.3. Considere f(x):= Usando a definicao do valor absoluto, vemos que essa

x+1°
funcado é dada por
=7 sex>0,
f(x)=10 sex =0,
—7 sex<O0.

Logo,

lim f(x)= lim ,
lim f(x)= lim ——

e é facil mostrar que esse limite vale 1. Por outro lado,

—X

lim f(x)= lim ,
x—>—<>°f() x—-00 x +1

e esse limite se calcula facilmente, e € igual a —1.

flx)=2LL

<

Observacao 4.1. Podemos ver, gracas aos graficos montados acima com um computador,
que a existéncia dos limites lim,_,, ., f(x) implica que o grafico da funcdo se aproxima,
longe da origem, de uma reta horizontal (que serd chamada de assintota horizontal). Mas é
claro que aprender a esbogar grdficos € um dos objetivos desse curso, entao o uso de graficos
até agora deve ser considerado somente como uma ajuda para entender a definicdo de
limite. °
Observacao 4.2. Em geral, um limite nem sempre existe. Por exemplo, “lim,._, ., senx” ndo
existe, pois a medida que x cresce, sen x oscila em torno de 0, sem tender a nenhum valor.
Um limite pode também ser infinito, como veremos mais adiante. o

Exercicio 4.2. Explique porque que senx nao tende a zero quando x — ©9O no sentido da
Defini¢do 4.1. Dica: distinguir os casos e > 1e0<e < 1.
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4.1. Limiteslim,_,_, f(x) CAPITULO 4. LIMITES

4.1.2 A definicao de limite

X

Mostramos no Exemplo 4.2 que f(x) = 35 tende a 1 quando x — oo, provando que a
diferenca |5 — 1| se torna sempre menor a medida que x cresce. Em geral, dizer que os
valores de uma funcao f(x) se aproximam arbitrariamente perto de um valor £ quando x
¢ grande, € equivalente a dizer que |f (x) —£| se torna arbitrariamente pequeno desde que x
seja grande o suficiente. Em outras palavras,

Definicao 4.2. Diz-se que f(x) tende a { quando x — ©9O, e escreve-se
lim f(x)=1¢,

(ou as vezes f(x) — £ se ndo tiver ambiguidade) se f (x)—{ tende a zero, isto € se para todo
€ > 0 (subentendito: arbitrariamente pequeno, mas fixo) existir um N tal que se x > N, entdo

lfx)—tl<e.

A definigdo de lim,_,_, f(x) ={ é parecida, mas “x = N” é trocado por “x < —N".

Observacio 4.3. E sempre subentendido, ao escrever “lim,_, ., f(x)”, que f(x) é bem defi-
nida para todo x suficientemente grande. o

Observacao 4.4. Em geral, o numero N associado a um € > 0 ndo é tnico. De fato, suponha
que foi mostrado que para um certo € > 0, existe um N > 0 tal que |f(x) —¢| < € para
todos os x > N. Entdo, definindo por exemplo N’ = 3N, a desigualdade |f (x) —{| < € vale
também se x > N’, obviamente. O que importa é ser capaz achar pelo menos um N, néo
importa qudo grande for. o

Exercicio 4.3. Usando o método acima, mostre que

2x—1_ 2 . 2x—1 2

im SE
x——003x+5 3

im =
x—+o0 3x+5 3

J

Em termos do grafico de f, f(x) — £ deve ser interpretado dizendo que a medida que x
aumenta, a distdncia entre o grafico de f e a reta de equacdo y = { tende a zero:

d(f(x),£) = 0.

Se pelo menos um dos limites lim_, . f (x), lim,_,_., f(x), existe e vale £, diz-se entdo que
areta y = { é assintota horizontal de f. Por exemplo, a funcdo f(x) = 35 do Exemplo
4.2 tem uma assintota horizontal y = 1, que descreve o comportamento quando x — —o0
e x — +00. A funcio f(x) = % do Exemplo 4.3, por sua vez, tem a assintota y = —1
que descreve o comportamento quando x — —oQ, e a assintota y = +1 que descreve o

comportamento quando x — +00.
Exercicio 4.4. Calcule os limites abaixo, usando a Defini¢do 4.2:

g x2-1
1. hmx_&oo 52 -

—cosx sex <O,

2. lim,_,, f(x), em que f(x)=

xoo f(X) que f (x) {1 sex>0.
1

X—00 x3+tsen?x "

3. lim
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CAPITULO 4. LIMITES 4.1. Limiteslim,_,., f(x)

Mencionemos algumas propriedades basicas que decorrem da Definicao 4.2:
Proposicao 4.1. Suponha que duas fungoes, f e g, possuam limites quando x — ©9:
lim f(x)=4¢;, lim g(x)=/¢,,

onde £, e {, sdo ambos finitos. Entdo

Iim {f(x) + g0} = Tim £(x)+ lim g(x) =4, + ¢, (4.6)
lim f(x)g(x)=(lim f(x))-(lim g(x))=¢; L. (4.7)

Além disso, se L, # 0, entdo

li f(X) _ limxaoof(x) _ el
1m —

_ _b 4.8
X— 00 g(x) limx_mo g(x) 62 ( )

As mesmas propriedades valem no caso x — —00.

Demonstragdo. Provaremos somente (4.6). Seja € > 0. Definamos €,:=¢€/2. Por definicéo,
lim,_, ., f(x) = ¢, implica que existe N, tal que se x > N; entdo |f(x)—{,| < €;. Por outro
lado, se €,:=€/2, entdo lim,_,, g(x) = £, implica, por definicdo, que existe N, tal que se
x > N, entdo |g(x)—{,| < €,. Logo, se x é maior que N; e N, a0 mesmo tempo, temos

|(F () + () — (6 + )] = | (F0) = £) + (g (x) — )
S IFG) =] +1g(x) =y S e, + e, =€.

]

A identidade (4.7) implica em particular que se A é uma constante (isto €, um nimero que
ndo depende de x), entdo

xlirgo(lf(x)) = kxlingof(x). (4.9)

A maior parte do tempo ndo precisaremos passar pelo uso de tolerancias para calcular li-
mites. Em vez disso, usaremos as propriedades acima, e alguns limites conhecidos, para
calcular outros limites mais complicados. Por exemplo, tendo feito o Exercicio 4.4, pode-
mos calcular o seguinte limite, usando somente as propriedades basicas da proposicao, sem
passar pela escolha de tolerancias arbitrariamente pequenas, etc.:

_ 2x2 -2 . x?—1 1
im = lim 2-
x—00 5x2(x3 +sen?x) x—ooo

5x2 x3+4+sen2x

. 21 . 1
{xlirgo x5x2 } ' {xllngo x3 + sen? x}
1,

5

0

2.
2.
0.
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4.1. Limiteslim,_,_, f(x) CAPITULO 4. LIMITES

4.1.3 Limites infinitos

Em geral, uma fung¢do qualquer f(x) néo precisa possuir limites no infinito. Isto é, f(x)
pode ndo se aproximar de nenhum valor finito quando x toma valores grandes. Por exem-
plo, j4 mencionamos que as funcdes trigonométricas, por serem periddicas, ndo possuem
limites quando x — £o0.

Mas ja sabemos que vérias funcdes ndo-limitadas, como x?, tomam valores arbitrariamente
grandes ao x se afastar da origem. Neste caso, o limite ndo existe no sentido de ser finito.
No entanto, gostariamos de poder escrever:

lim x? =+4o00.

X—00

Aqui ndo se trata de usar tolerancias, mas de definir precisamente o que significa ultrapassar
qualquer valor finito a medida que x cresce. Por exemplos, f(x) = x? ultrapassa o valor 100,
a partir de x = 10 em diante, isto é para todos os x > 10. Mas ela também ultrapassa o
valor 10’000, para todos os x > 100, etc.

10000

100

10 100

Definicao 4.3. Diz-se que f(x) tende a +00 quando x — o0 se para qualquer A > 0
(subentendido: arbitrariamente grande, fixo) existe um N tal que f(x) > A para todo x > N.
Diz-se que f(x) tende a —oo quando x — 00 se para qualquer A < 0 existe um N tal que
f(x) < A para todo x > N. (Limites infinitos no caso x — —oo se definem de maneira
parecida, trocando “x > N” por “x < —N".)

Vejamos primeiro alguns exemplos de funcoes fundamentais que tem limites infinitos.
Comecaremos com poténcias inteiras, x*, p > 0,

lim x? =400, lim xP = (4.10)

X—00 X——00

+00  sep épar,
—0o0  se p é impar.
Exemplo 4.4. Calculemos o limite

lirgo{x2 +sen(10x)}.

Sabemos que x? tende a +00, mas que o sen(-) ndo tem limite. No entanto, o sen(10x) é
limitado por 1 em valor absoluto. Logo, parece que a soma acima deve também tender a
+00. Para provar isso, fixemos um A > 0 qualquer. Para mostrar que x* + sen(10x) > A
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CAPITULO 4. LIMITES 4.1. Limiteslim,_,., f(x)

para todos os x suficientemente grandes, comecemos observando que sen(10x) > —1, o
que permite escrever (veja a figura abaixo):

x?+sen(10x) > x*—1 (4.11)

Mas, observe que x2—1 > A quando x > N, onde N = +/A+ 1. Agora, é claro que por (4.11)
temos também x? + sen(10x) > A quando x > N. Como o A era arbitrdrio, isso mostra que

lim {x? + sen(10x)} = +o00.

x? + sen(10x)

<

Vimos que, dependendo da base, as exponenciais e os logaritmos possuem comportamentos
diferentes no infinito. Se a base for a > 1,

lim a* =+o00, lim a*=0. (4.12)
X—00 X——0Q
Em particular,
lim e* =+o00, lim e*=0. (4.13)
X—>00 X—>—00

Por outro lado, se a base fora < 1,

lim a* =0, lim a*=+o00. 4.14)

X— 00 X—>—00

Os logaritmos, por sua vez,

lim log, x = (4.15)

X—00

+00 sea>1,
—o0 sea<l.

Observe que “lim,_,_., log, x” ndo faz sentido, ja que o dominio de log, é (0, co)!

Exercicio 4.5. Mostre que se lim,_, ., f(x) = £00, entdo

1

e =0
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4.1. Limiteslim,_,_, f(x) CAPITULO 4. LIMITES

A propriedade provada no ultimo exercicio permite obter o comportamento no infinito para
as poténcias negativas: x ¢ = xiq, com g > 0. Como lim,_, ., x? = 400, temos

. 1
lim — =0.
x—0o0 x9q

O limite x — —o0 se calcula da mesma maneira.

Exercicio 4.6. Mostre que

0 sep<l1,

Lilgo[,l—p =\! sep=1,
oo sep>1.

E importante notar que em geral, as propriedades descritas na Proposicio 4.1 ndo se apli-
cam quando os limites envolvidos sdo infinitos. Aparece frequentemente de ter que lidar
com quocientes % ou diferencas f(x)— g(x), em que ambos f(x) — oo e g(x) — oo.
Neste caso, as identidades da Proposicdo 4.1 ndo se aplicam, e um estudo caso a caso é

preciso.

Produtos de niimeros grandes

Na propriedade (4.7), insistimos sobre o fato dos dois limites lim,_,., f(x) e lim,_,., g(x)
existirem e serem finitos para poder escrever

lim (£ (x)- (0} = (lim £(x))- (lim g(x)). (4.16)
E importante entender que existem casos em que essa relaciio ndo pode ser usada.

Considere f(x) = x, g(x) = % Neste caso, f(x)g(x) = 1, portanto o lado esquerdo de
(4.16) é igual a
lirgo{f(x)-g(x)} = linolol =1.

Mas o lado direito € igual a
(xlingof(x)) . (Xli)ngo g(x)) =00-0.
Portanto, se (4.16) fosse verdadeira, teriamos
“l1=00-07,

0 que ja mostra que ha um problema: zero multiplicado por outra coisa dificilmente pode
dar 1... Mas, se agora f(x) = 2x, g(x) = %, entdo f(x)g(x) =2, e o mesmo raciocino leva
a

“2=100-0".

Ou, com f(x)=x%?e g(x) =1

x’
“co=00-0".
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CAPITULO 4. LIMITES 4.1. Limiteslim,_,., f(x)

Sabemos que qualquer ntimero multiplicado por zero d4 zero, mesmo se o numero for
grande:
0-10=0, 0-100=0, 0-10000000 =0, etc.

Mas os exemplos acima mostram que hda um problema com “0 - 00”, e lembram que “c0”
ndo pode ser manuseado como os outros numeros reais: em geral “0 - ©0” ndo vale zero, e
pode valer qualquer coisa. E por isso que serd sempre escrito usando aspas. A gente chama
“o0 - 0” (ou “0- 00”) de forma indeterminada.

Em termos de limites, o exemplo acima mostra que ndo se pode aplicar (4.16) quando um
dos limites ¢é infinito e o outro zero. No entanto,

Proposicao 4.2. Se lim,_,., f(x)=+00 elim,_, ., g(x) =4, £ # 0, entdo

+o00 sel >0,

xlinc}o{f(x) g0} = —oco0 sel<O.

Exemplo 4.5. Por exemplo, ja que lim,_,, 75 = 1> 0 e lim,_,, e* = +00,

. xe* . b
lim = lim -e¥ =+4o00.
x—00 x 4+2 x—oox+2

Quocientes de niimeros grandes

X

No Exemplo 4.3 calculamos lim,_, ., >3 = 1. Observe que este limite € da forma

ic)
m —-—

X—00 g(x) ?

em que lim,_,, f(x) = oo elim,_,, g(x) = 0o. Portanto, podemos dizer que é uma forma
indeterminada

Em geral, ter uma indeterminag¢do (qualquer que seja) ndo significa que o limite conside-
rado ndo existe ou que ele ndo pode ser calculado, mas que um estudo mais minucioso é

necessario. De fato, os exemplos a seguir sdo todos limites da forma “22”, mas todos podem
ser calculados explicitamente e dar valores diferentes:
X .ox? .ox3
lim —=0, Ilim —=1, lim — =00, etc.
X—00 X X—00 X x—00 X2

Observacdo 4.5. Na verdade as indeterminacgées da forma “22” sdo equivalentes as inde-

: ~ « ” . f(xX) 7 «woon
terminac¢des da forma “oco - 0”. De fato, se lim,._, ., 0 € oo

Nic
im —= =

X—>0Q g(x) X—>0Q

podemos escrever

) 1
lim {f(x)-@}.

Como lim,_,, f(x) =00 elim,_, ., ﬁ =0, o limite acima é também da forma “co-0”. e
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4.1. Limiteslim,_,_, f(x) CAPITULO 4. LIMITES

No préximos exemplos mostraremos vdrias técnicas que permitem resolver indetermina-
¢oes do tipo “22”. Comecaremos com razdes de polindmios, em que os polindmios tém o
mesmo grau.

Exemplo 4.6. Calcularemos um limite parecido com o do Exemplo 4.2:

. 3x-5
lim ——.
x—00 x + 2

E facil mostrar que esse limite é igual a 3, mas paremos para pensar de uma maneira dife-
rente. Na fracdo acima, quando x é grande, o numerador 3x —5 e o denominador x + 2 sdo
ambos grandes. No entanto quando x for grande, no numerador o “—5” se torna desprezivel
comparado com o “3x”, e no denominador o “+2” se torna desprezivel comparado com o
“x”. Portanto, para x grande, gostariamos de pensar que

3x—5

3
5 pode ser aproximado por °X , que (apds simplificacdo) é igual a 3.
x X

Esse argumento nao € perfeitamente rigoroso, mas sugere que o limite é 3. Para tornar ele
mais rigoroso, colocamos x em evidéncia no denominador, e simplificamos por x:

3x—5 x(3-2) 3-2
:.

= = (4.17)
x+2  x(1+2) 142

Isso é sé um outro jeito de reescrever a fracdo, mas agora observe que quando x — 09, o
limite desta dltima fracdo nao é mais da forma “%”! Assim, usando (4.17), (4.6) e (4.8):

lim ——— = lim > == o = =
x=200 x+2 x20]14 2 lim L(143) 140

<

Neste tultimo exemplo aprendemos a extrair, em uma fracdo, as partes mais importantes.
Vejamos mais um exemplo.
Exemplo 4.7. Considere

x3 +1000x
im ———.
x—oo  2x3 41

Vemos que tem dois termos de grau 3, um termo de grau 1 e um termo de grau 0 (aquele
+1). O que importa, aqui, é que no limite x — 00, os termos de grau 3 vao ser os mais
importantes. De fato, quando x for grande, x> sendo x - x - x, serd muito maior que x.

Logo, vamos extrair os termos de grau 3 no numerador e denominador, simplificar, e usar
(4.6)-(4.8):

o 041000k L XPAHE) L 1HSR lime o5 140 1

x50 2x3+1 = 1y oo R 1y T 240 2°
x3 + x3(2+ ) 2+ lim, o (2+ 335) +

<

Extrair os termos de grau maior no numerador e denominador pode ser feito em outras
situagOes, com poténcias que ndo sdo inteiras.
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CAPITULO 4. LIMITES 4.1. Limiteslim,_,., f(x)

Exemplo 4.8. Considere
lim x*—x2+1
im ———.
x—00 2x° + 34/X
, € a fracdo contem termos de grau 5, 2, % e 0. Extraindo o termo

« 99

O limite é da forma
de grau maior,
B—x?+1 A=+ 1-1+5
265 +3Vx  x5(2+25) 2+ =35
o limite do novo quociente ndo é mais indeterminado. De fato, o novo numerador satisfaz
lim,_, o, (1— % + %) =1—0+0=1, e o denominador lim, _, (2 + ﬁ) =2+0=2,queé
diferente de zero. Logo, por (4.8),

>

xS —x?+1 lime(1-1+5%) 1
lim ; 3 =5
x—>00 2x5 4+ 3,/X lim, (2 + =5) 2

<

Vejamos agora dois exemplos em que o denominador e o numerador tem graus diferentes.

uOOn

Exemplo 4.9. Considere o seguinte limite, da forma

x + 2x2
im ——.
x—oo ]+ x4

Extraindo os termos de grau maior em cima e em baixo,

x+2x% x*(2+ 1) 1 2+1

1+x4_x%1+$)_x21+$

2+

Logo, como limx—>oo < =0elim,_,, — =2, (4.7) implica
+ 2x?2
lim ==X —0.2=0.
x—oo ]+ x4
<&
Exemplo 4.10. Estudemos agora
x2+2
lim
x—00 x+1°

que representa também uma indeterminaco do tipo “2”. Mas, pondo os termos de grau 2
em evidéncia,
2 2
x?+2  x*(1+3) 1+5
= =Xx- .
x+1  x(1+13) 1+2

2

1+5
Observe agora que o primeiro fator, x, tende a +09, e que o segundo fator, —— 1 ,tende a 1.
Logo, pela Proposicéo 4.2,
x2+2 1+3%
lim = lim x =400
x—oo x +1 X—00 1+ 1
X
<
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4.1. Limiteslim,_,_, f(x) CAPITULO 4. LIMITES

Exercicio 4.7. Calcule os limites abaixo, evitando o uso da defini¢do formal. Abaixo, x — £00
significa que sdo dois limites para calcular: x — +00 e x — —00Q.

- 1,1, 1 2 : x+1
1. lim,  oo{+ 55+ 3} 8. lim,_,., \/435 +1 15. lim, .o In(1+ %5
i x*—1 . 3x+2 i In(1+e*)
2. hmx_,ioo =2 9. 11mx—>oo T 16. hmx_)ioo "
1
. 1—x2 17. lim x
3. llmx_d:oo x2f1 li X+4/ x+4/x 7 x—+o0 €
10. 1M, 100 a1 ) )
4 lim o324l 18. lim,_,. ., sen”x
P oEoo Tl 11. lim, o -2
J X—E00 2 3
sl 19. lim,_,, ., arctanx
= T 2x°=2 .
XTEee xthx 12, limy pe0 VX2 +1 20. lim,_,, o, senhx
. 1+x* . 1
6. llmx—>oo X2+4 13 llmx_&oo Z_X 21‘ 1imx—>ﬂ:00 coshx
. x+1 . e*+100 .
7. lim,_,, s 14. lim, .o = 22. lim,_,, ., tanhx

Exercicio 4.8. Um tempo t depois de ter pulado do avido, a velocidade vertical de um para-
quedista em queda livre é dada por:

V(t) = @tanh( %kt)

onde m é a massa do paraquedista, g = 9,81m/s?, e k é um coeficiente de resisténcia (atrito) do
ar (em kg/m). Esboce t — V(t), e calcule o limite de velocidade V;;,, (que ele nunca atingird).
Dé uma estimativa de V;;,, quando m = 80kg, k = 0.1kg/m.

Somas e diferencas de niumeros grandes

Na propriedade (4.6), insistimos sobre o fato dos dois limites lim,_,., f(x) e lim,_, ., g(x)
serem finitos para poder escrever

Jim {£(e) + g(x)} = lim £(x)+ lim g(x).

Quando os dois limites sdo infinitos, com o mesmo sinal, entdo o limite da soma pode
também ser calculado:
Exemplo 4.11. Considere x+x3. Como lim,_,, x = +00 elim,_, ., x*> = +00 (aqui, ambos
tem o sinal “+”), temos lim,_, o, {x + x3} = +o00. o
Agora, para estudar lim,_, .. {f (x) — g(x)}, com lim, _, ., f(x) = 00 e lim,_, ., g(x) = o0,
leva a um caso de indeterminacao do tipo “oco —00”. Vejamos exemplos que ilustram que
de fato, “co — 00” pode tomar qualquer valor.
Exemplo 4.12. Considere x® — x?, em que lim,_,o, x> = +00 e lim,_, ., x* = +00. Como
o termo de grau maior deve ser mais importante, escrevamos x> — x? = x3(1 — %). Como
x} > o00el— }( — 1, a Proposicado 4.2 garante que

lim {x*—x?} =+o00.
X—00
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CAPITULO 4. LIMITES 4.1. Limiteslim,_,., f(x)

O que aconteceu aqui se resume assim: x° e x> ambos tendem a +00, mas x> cresce mais
rdpido que x?, e isso implica que a diferenca x> — x? é regida (quando x é grande) pelo
termo x>. o

Exemplo 4.13. A diferenca x?>—x* no limite x — oo pode ser estudada da mesma maneira:
x?—x*=x*% —1), e como x* - 00, (5 —1) - —1, temos que x> — x* > —0co. Aqui, ¢
o termo —x* que rege o comportamento para x grande. o

Exemplo 4.14. Considere vx +1 — /x. Quando x — 00, os dois termos vx +1 e /x
tendem a +00, mas eles sdo do mesmo grau. Como calcular o limite dessa diferénca? O
método usado aqui consiste em multiplicar e dividir pelo conjugado, isto é, escrever “1” como

1_\/x+1+ﬁ
_\/x+1+1/§'

Lembrando que (a — b)(a + b) = a® — b2,

ViFl+/x  JxFl —/x 1

R b e iy = Syl oL

Mas como v x + 1+ 4/x — oo, temos

1
Iim{vx+1—+4/x}=1lim ———— =0
X—’OO{ } X200 x4+ 14+ 4/x

Exercicio 4.9. Calcule os limites quando x — o0 das seguintes fungoes.

1. 7—x 6. x*—3Ix* 11. V/2x—+/x+1
— _ 2 _ 2

v 7o (=1 12. e¥ —e*

3. x +cosx 8. x—4/x

4. 100x — x> G SE o T P 13. In(x) —In(2x)

5. x"—x’ 10. Vx24+1—+v/x2—3x 14. In(x)—1In(x +1)

O “sanduiche”

senx

Exemplo 4.15. Considere o limite lim,_,,, =*. Sabemos que o denominador tende a + o0,
mas senx ndo possui limite quando x — oo. Apesar de tudo, sabemos que senx é uma
funcdo limitada: para todo x, —1 < senx < +1. Portanto, quando x > 0,

Sen x

< <+

e
e

X

Mas como a cota superior +% tende a zero, e que a cota inferior —% também tende a zero,
sen x

a fun¢do == também deve tender a zero:
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4.2. Limites laterais: lim,._, .+ f (x) CAPITULO 4. LIMITES

= . Senx
/ = lim =0
/N x—00 X

Esse método vale em geral:

Teorema 4.1. Suponha que f, g e h seja trés funcdes que satisfazem
g(x) < f(x) < h(x), para todo x suficientemente grande.

Suponha também que lim,_, ., g(x) =1lim,_, ., h(x) = £. Entdo lim,_ ., f(x)={.

Exercicio 4.10. Calcule:

. 1+cos(x2+3x) : —x . arctan(sen x)
1. lim, oo — 35— 3. lim, ,,, e *senx 5. lim, oo = —
. xX+senx . x—|x] . sen x
2. lim, o S=0css 4. lim,_, o, —; 6. 11mx_,oo{1 + T

~ . . . . . . . X . ~
Observacéo 4.6. Alguns limites no infinito, tais como lim, _,, < oulim,_,, me, nio podem

ser calculados com os métodos desenvolvidos até agora; serdo estudados mais tarde. o

4.2 Limites laterais: lim, _,  + f (x)

Na secéo anterior estudamos o comportamento de uma fungéo f longe da origem, x — ©0
ou x — —o0. Agora observaremos o comportamento de uma func¢éo f(x) a medida que x
se aproxima de um ponto da reta, que denotaremos por a € R.

Como um x pode estar ou a esquerda de a (x < a), ou a direita de a (x > a), comecaremos
com dois tipos de limites, chamados de laterais: escreveremos x — a* (ou x \, a) para
indicar que x se aproxima de a pela direita, e x — a~ (ou x /" a) para indicar que x se
aproxima de a pela esquerda.

Comecemos com um exemplo bem simples.

Exemplo 4.16. Considere a funcdo
X
==+1,
f0=13

em uma vizinhang¢a do ponto a = 1. Olhemos primeiro os valores de f(x) quando x \, 1,
isto é, quando x toma valores maiores mas perto de 1:

x= | 1.5 | 1.1 | 1.01 | 1,0001
f(x)=1]1.75] 1.55 | 1.505 | 1,50005
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CAPITULO 4. LIMITES 4.2. Limites laterais: lim,_, . f (x)

Vemos que estes valores decrescem, se aproximando de 1.5 = % Gostariamos de escrever
limf(x)=2.
lim f (x)=3
Ao olharmos os valores de f (x) quando x " 1, isto é, quando x toma valores menores mas
perto de 1, vemos que estes crescem para o mesmo valor %:

x= |05]09 | 099 | 09999
f(x)=|1.25]1.45] 1.495 | 1,49995

Gostariamos entao de escrever
lim f(x)=2.
L /1f( )=3

Essas propriedades se tornam 6bvias olhando para o grafico, que é uma simples reta:

f(x)

3/2 ----->

|
|
|
|
|
|
|
|
|
l
1
Para entender um pouco melhor o que estd acontecendo, vamos estudar a diferenca:

FO—3=|G+D) =2 = x—1].

Assim, vemos que quando x fica perto de 1, isto é quando a distincia |x — 1| é pequena,
entdo a diferenca |f (x) — %| é pequena também. Poderiamos ser um pouco mais precisos,
fixar uma tolerancia ¢ > 0 (subentendido pequena) e perguntar: qudo préximo de 1 x
precisa estar para garantir que

fG)—3l<e ?

3 1 . . 1 . ,
Como |f (x)— 5| = 3]x — 1|, vemos que x precisa satisfazer 5|x — 1| <€, isto é
|x —1] < 2e.
Logo, a resposta a pergunta acima é: a distdncia menor que 2€. o

Naverdade, pode parecer 6bvio que a medida que x se aproxima de 1, a fungéo f(x) = 5+1
se aproxima de f(1) = % +1= % Isto é: colocando o valor x = 1 na funcao, a gente ja
sabe qual serd o valor limite. Mas isso funciona porque a funcdo do exemplo é simples o
suficiente. As vezes, teremos que trabalhar mais, como no préximo exemplo.

Exemplo 4.17. Consideremos agora

3
fo=52,
x—1

também na vizinhanca de a = 1. Observe que essa funcédo ndo € definida em 1. Logo, para
saber o que acontece quando x tende a 1, ndo temos como adivinhar qual serd o limite
trocando simplesmente x por 1.

Mas isso néo significa que ele ndo pode ser calculado. Calculemos alguns valores de f (x),
com x \, 1,
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4.2. Limites laterais: lim,._, .+ f (x)

CAPITULO 4.

LIMITES

= | 1.1 | 1.02 | 1.002 | 1.0002

X =
f(x)=~| 3,310 | 3,060 | 3.006 | 3,001

e quando x " 1:

x= | 0,9 | 0,99 |0.999 | 0.9999

flx)~ 2,710 | 2,970 | 2,997 | 2,999

Esses nimeros sugerem que

lim 100 = i ) =3.

Nao falaremos de tolerdncia aqui, mas podemos fazer uma conta simples que mostra porque
que o limite é 3. De fato, o polinémio x* — 1 possui a raiz x = 1, sabemos entfio que ele

pode ser fatorado da seguinte maneira:

X=1=(x-1)...).

O fator (...) pode ser calculado pela divisdo de x®> — 1 por x — 1, que d4:

X —1({x—1
x3 —x? Z+x+1
x2 -1
x%—x
x—1
x—1
0

Isto mostra que o nosso quociente na verdade pode ser escrito como

x3—1

=x*+x
x—1

Agora fica claro que se x tende a 1, ndo importa de qual lado,

x3—1

lim
x—=1F x —1

+1.

= lir?i(x2+x+1):12+1+1:3.

(4.18)

<

~ . ~ 3— ~ 7 . .
Observacao 4.7. No exemplo anterior, a funcao % néo é definida no ponto a = 1, mas
em qualquer outro ponto da sua vizinhanga, e a medida que x se aproxima de a = 1, o
numerador e o denominador ambos tendem a 0. Foi o nosso primeiro exemplo de resolugdo

de uma indeterminacao do tipo
0

« 7

0

I : x*=1 1. x°=1
Exercicio 4.11. Calcule lim, _,;: <=, lim, ;=

—12
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CAPITULO 4. LIMITES 4.2. Limites laterais: lim,_, . f (x)

Eis agora a definicdo geral de limite lateral:

Definicdo 4.4. Seja a € R.

1. Diz-se que f(x) tende a { quando x tende a a pela direita se para todo € > 0 existe
um 6 > 0 tal que se a < x < a+ 6, entdo |f (x)—£| < €. Escreve-se lim,_, .« f (x) ={.

2. Diz-se que f(x) tende a { quando x tende a a pela esquerda se para todo € > 0 existe
um & > 0 tal que se a— 6 < x < a, entdo |f (x)—£| < e. Escreve-se lim,._,,- f(x) ={.

Exemplo 4.18. Usando a definicdo, mostremos que

limx?=1.

x—1
Observe primeiro que |x*—1| = [x + 1| - |x — 1]. Quando x > 1 fica perto de 1, digamos
a distdncia menor que %, temos [x —1|=x—1,e|lx+1|=x+1< % Quando x tende a
1, |x — 1| tende a 0. Seja agora € > 0. Para garantir que |x? — 1| < €, podemos escrever
primeiro |x? —1| < g(x — 1), e procurar primeiro resolver g(x —1)<e,quedax <1+ %e.
Assim, mostramos que se 1 < x < 1+ 6, com 5:=25—6, teremos [x2—1| =[x+ 1|-|x—=1| <
%(x—1)§%5=e. o

Foi usado implicitamente em (4.18) que se cada termo de uma soma possui limite, entdo

a soma possui limite também, e este vale a soma dos limites; segue do seguinte resultado,
que é o andlogo da Proposicdo 4.1:

Proposicao 4.3. Suponha que duas fungées, f e g, possuam limites quando x — a™:
lim f(x)=¢;, lim g(x)=14¢,,

onde {, e {, sdo ambos finitos. Entdo

i (£() + g0} = lim £(0)+ lim g(0) =€, + s, (419)
lim f(x)g(x) = (lim f(x))-(lim g(x))=¢;-L;. (4.20)

Além disso, se £, # 0, entdo

lim f(x) _ limx—>a+f(x) _ e_l

woat g(x)  lim, . g(x) £y

(4.21)

As mesmas propriedades valem no caso x — a”.

Nos exemplos anteriores, os limites laterais x — a* e x — a~ eram iguais. Vejamos um
exemplo onde eles sdo diferentes.

Exemplo 4.19. Considere f(x) = 3 + 37 na vizinhanca de a = 0 (em que ela nem ¢ defi-

nida). Usando a definicdo de |x|, podemos reescrever f da seguinte maneira:

f(X)={
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4.2. Limites laterais: lim,._, .+ f (x) CAPITULO 4. LIMITES

Logo,

lirg+f(x):lirg+{§+%}:+%, e hrgif(x):]jrgi{g_%} ~1

Isso significa que o grafico de f(x), ao x crescer de < 0 para > 0 e atravessar 0, da um pulo
de valores pertos de —% para valores perto de +%. Diz-se que essa funcdo é descontinua em
x =0:

f(x)

—

g

Exercicio 4.12. Seja
S—x sex=2

f(x):={x sex <2.

2

Calcule os limites laterais lim,_, - f(x) paraa =0, a=2, a=>5.

As vezes, limites laterais ndo existem:

Exemplo 4.20. Por exemplo, o limite lateral x — 0" da funcéo sen% (que obviamente ndo
¢ definida em x = 0) nio existe:

1
sen > {\
\//\x
Observe, no entanto, que lim,._, ., sen% =0. o

Exercicio 4.13. Considere a fungdo definida por

£(x) +1 se x é racional diddico,
x =
0 caso contrario.

Estude os limites laterais de f (x) num ponto qualquer a.

Exercicio 4.14. Seja f(x):=[x]. Calcule lim .+ f(x), lim - f(x), Lim__ .+ f(x),
2 2 3
lim .- f(x). Calcule lim,_,;+ f(x), lim,_;- f(x). Calcule, para qualquer niimero inteiro

n, lim,_,,+ f (), lim,_,,,- f(x).
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CAPITULO 4. LIMITES 4.3. Limiteslim,_,, f (x)

4.3 Limites lim _,, f (x)

Definicdo 4.5. Se uma fungdo f possui limites laterais iguais em a € R, isto é, se
lim,_, .+ f(x) = lim,_,,- f(x) = {, entdo diremos que f(x) tende a { quando x tende a
a, e escreveremos simplesmente

)lclil’(ll flx)=¢.

Observe que nesse caso, f(x) tende a £ a medida que x tende a a, qualquer que seja o lado:
para todo € > 0, existe & > 0 tal que se |x —a| < &, x # a, entdo |f(x) —£| < e. O limite
lim, _,, f (x) sera as vezes chamado de bilateral.

Por definicdo, o limite bilateral satisfaz as mesmas propriedades que aquelas para os limites
laterais descritas na Proposi¢do 4.3.

Exercicio 4.15. Estude os limites abaixo. (Em particular, comece verificando se o tipo de limite
considerado é compativel com o dominio da fungdo.)

: : x—4 : 1—x
1. hmx_,7(7—x) 5. hmx_,4 =2 8. hmx_,l 21
2. limx_>0+ VX 6. lim |x—4| .

) ' X4 x—4 9. lim,_,; VInx
3. lim,_,,cosx

9 x—5

: x2—1 7. lim, s |x=5] . 2—x

4. hmx—>3 x2+1 10. hmx_,_z T

Vejamos agora o andlogo do Teorema 4.1 para limites laterais e bilaterais.
Teorema 4.2. Suponha que f, g e h sejam trés fungdes que satisfazem
g(x) < f(x) £ h(x), para todo x numa vizinhanga de a .

Suponha também que lim, _, . g(x) = lim,_,, h(x) = £. Entdo lim,_,,. f (x) = £. (O mesmo
resultado vale trocando todos os x — a* por x — a~ ou por x — a.)

<

==

Exemplo 4.21. O limite lim, _,, x> sen% pode ser calculado, observando que —1 < sen
+1 para todo x # 0. Logo, multiplicando por x? (que é > 0),

—x? < x*sen: < x2.

Quando x — 0, —x? e x? ambos tendem a zero.

x?sen %
AN /
\/
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4.4. Indeterminagées do tipo “; @ CAPITULO 4. LIMITES

Pelo Teorema 4.2, concluimos que lim, _, x> sen% =0. o
Exercicio 4.16. Determine se o limite x — 0 da fungdo existe. Se for o caso, dé o seu valor.

1+x
1+x2

gx)=1-1 sex=0,
sen(5 +x) sex>0.

L s sex <0
Fx) {x2 se x € racional diddico, ’
xX)=

caso contrdrio,

4.4 Indeterminacoes do tipo ° ‘O”

Na secdo anterior encontramos, quando x — 00 ou x — —o9, indeterminacdes do tipo

“oo — 007, “27  J4 encontramos (ver o Exemplo 4.17, e alguns dos limites do Exercicio
4.15) limites de quocientes, em que numerador e denominador ambos tendem a zero. Tais
quocientes ndo podem ser estudados usando (4.21), e representam a uma indeterminacao
do tipo “0”

Sera V1sto no proximo capitulo que a derivada, que fornece informacdes uteis a respeito
de uma funcao, € por definicdo um limite que leva a uma indeterminacdo do tipo “g”. Por
isso, indeterminacdes “ “97 serfio os limites mais estudados a partir de agora. Nos préximos
exemplos veremos algumas técnicas para lidar com essas indeterminacoes.

Exemplo 4.22. lim,_,, % ¢ do tipo “0” ,jd que (1+h)>—1— 0 quando h — 0. Mas o

limite pode ser calculado fac11mente observando que (1 +h)*—1=2h+h*

1+h)?*—1 2h + h?
limizlim =lim2+h=2.
h—0 h h—0 h—0
<o
x?+x—6

Exemplo 4.23. Considere lim,_,, ;= 77;. Observe que aqui, lim, ,(x>+x—6)=0c¢e
lim,_,,(x* — 9x + 14) = 0, logo o limite é do tipo “2”. Mas o polindémio x? + x — 6 tender
a zero quando x — 2, significa que ele se anula em x = 2. Portanto, ele pode ser fatorado,
com um fator (x—2): x2+x—6 = (x—2)(x+3). Do mesmo jeito, x2—9x+14 = (x—2)(x—7).
Portanto,

. X’4+x—6 o (x—2)(x+3) . x+3 5

lim —— =lim —————= =1lim =—

x=2x2—9x+14 x-2(x—2)(x—7) x-2x—7 —5
O que foi feito aqui, com a fatoragéo e simplificacdo por (x — 2), foi de extrair a origem
comum da anulacdo do numerador e denominador em x = 2. o

=—1.

Exemplo 4.24. O método da multiplicacéo e divisdo pelo conjugado, vista no Exemplo 4.14,
serve também para estudar alguns limites do tipo “%”. Por exemplo,

po VIFh—1 . V1+h—1 v1+h+1
h—0 h = h Vi+h+1
VIth —12

=lim —
h=0h(v/1+h+1)

1
= lim ———
h=0 /T h+1
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CAPITULO 4. LIMITES 4.4. Indeterminagdes do tipo “3”

o
Exercicio 4.17. Calcule os limites
. (x—2)(4—x?) . Vx=3 . V@ +bht—
1. hmx_,z P —dxtd 3. lll'l’lx_>4 Y 5. hmt_wo %
: 9—t : a?+bt—a . 6—x—2
2 hmt_,g 37t 4. lll'l'lt_,o - 6. hmx_,z J3x—1
Exercicio 4.18. Existe um numero a tal que
. 3x*+ax+a+3
lim
xo—2  x2+x—2
exista e seja finito? Caso afirmativo, encontre a e o valor do limite.
. * : sen x
4.4.1 O limite lim,_,, ==
Aqui provaremos o limite mais fundamental para fun¢oes trigonométricas:
. senx
lim =1. (4.22)
x—=0 X

E importante mencionar que x é medido em radianos. Consideremos primeiro *>* no limite
lateral x — 0.
Considere um angulo 0 < x < 7 no circulo trigonométrico:

C
B

B’ C’
Temos |OC’| = |OB| =1, |B’'B| =senx, |OB’| = cosx e |C’C| = tan x. Observe que

area do triAngulo OB’B < drea do setor OC’B < érea do tridngulo OC’C.

A drea o do setor OC’B se calculada observando que por proporcionalidade: 5- = —Z.

Logo, o = % Assim, reescrevendo as trés desigualdades acima em termos de x,
1 <lycl
ESCHXCOSX s EX S Etanx .

A primeira desigualdade implica senx cosx < x, isto &, =2 <

A segunda implica

- X — cosx "
__senx - z senx
X <tanx = =, isto €, cosx < = . Logo,
senx 1 x
cosx < < Vo<x<73.
by Ccos X

senx
X

senx

=1, O Teorema 4.2 implica lim,_,o+ == = 1. Como
= 1. Portanto, provamos (4.22).

Como limx_>0+ COSX = limx_>0+ osx
é par, temos também lim,_,, ==
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4.5. Limites laterais infinitos, assintotas verticais CAPITULO 4. LIMITES

Exercicio 4.19. Usando (4.22), calcule os limites

: tanx : sen 2x : 1—cosx . sen(x?
1. lim, = 3. lim, 2= 5. lim, o =2 7. hmx_)m%
: sen x : sen 2x : COS X
2. lim, 4. lim, o = 6. lim,_q+ =

4.5 Limites laterais infinitos, assintotas verticais

Vimos casos em que limites laterais sdo iguais, casos em que eles sdo diferentes, e casos em
que eles nem existem. Vejamos agora casos em que eles sdo infinitos.

Exemplo 4.25. Considere primeiro f(x) = % J& vimos que a f ndo é limitada, e a medida
que x > O tende a zero, % cresce e toma valores positivos arbitrariamente grandes. Por outro
lado se x < 0 tende a zero, % decresce e toma valores negativos arbitrariamente grandes:

.1 .1
lim — =+o0, lim — =—o0.
x—0t X x—0" X
De modo geral, qualquer x? com poténcia inteira negativa p = —q, ¢ > 0:
o1 o1 400 seq épar
lim — =+o0, lim — = q,? ’
x—0* x4 x—0~ x4 —0o0  seq é impar.

Exercicio 4.20. Tente definir rigorosamente lim,_,+ f (x) = +00, lim,_, ;. f(x) = —o0.

Definicdo 4.6. Se pelo menos um dos limites lim, _, . f (x) ou lim,_,, f(x) é 00, diremos
que a reta vertical de equagdo x = a € assintota vertical da fungdo f.

Exemplo 4.26. Como lim,_,4: log, x =—00sea>1,=4+00se0<a <1, x =0 ¢é assintota
vertical da funcao log,. o

Exemplo 4.27. A funcdo tangente possui infinitas assintotas verticais, de equacoes x =
5 +km, k €Z, ja que para todo k € Z,

lim tanx =400, lim tanx =—00.
T T
x—>(5+k7r)— x—>(5+k7r)+

Exercicio 4.21. Calcule os limites.

. x245x+6 9 x—2 . Senl
1. hmx—>2+ x+2 3. hmx—>—2* (1/X2_—4)2 10. 11mt_>0+ T[
. 2 . . 1
2. lim,_,_, Xi5xt0 6. lim, o Int—t 11. lim, . 9z
. . 1
3. lim,_,_,. Xz;i§_6 7. lim, - Int—¢t 12. lim, 4. In<
. 1 . 2
2 im o 8. lim, o 13. lim,_,log(x*)
. x—2t —( ,_x2—4)2 . . . 1
9. lim,_ g+ 14. lim,_,, —/
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CAPITULO 4. LIMITES 4.6. Mudar de varidvel

Exercicio 4.22. Na Teoria da Relatividade Restrita (ou Especial), cujo principal postulado é
que a velocidade da luz é uma constante ¢ > 0 para qualquer observador; é provado que a massa
efetiva de uma particula em movimento uniforme depende da sua velocidade. Se a massa no
repouso é m,, entdo a sua massa efetiva quando a particula tem uma velocidade constante v é

dada por
my
m. =

y=——.
/1 _¥2
CZ

Estude m,, quando v se aproxima da velocidade da luz.

Exercicio 4.23. Considere f(x) = i%} Estude os limites relevantes e ache as assintotas (hori-
zontais e verticais) de f. A partir dessas informagdes, monte o grdfico de f.

Exercicio 4.24. Dé o dominio e ache as assintotas (horizontais e verticais), caso existam, das
funcaes

I 2x+1 6. * i, el 16. Y1
2. = 7. logs(2—x) 12. In(1—x?)
3 3;2_—39 8 x3+1 13. 5—+In(1—-x%) 17 11_x2
4, 22 9. = 4. GG
5 L% 10. ©<x 15. mism 18. nlie)

Exercicio 4.25. (Primeira prova, Turmas D, 15 de abril de 2011) Defina assintota horizon-
tal/vertical de uma funcdo f, e ache as assintotas das funcées

lx—m| 2+senx—3x*> x(x—1)

T+x = x2—x+20 ’ x—1
Exercicio 4.26. Dé exemplos de fungbes f que tenham x = —1 e x = 3 como assintotas
verticais, e y = —1 como assintota horizontal.

4.6 Mudar de variavel

O célculo de um limite pode ser as vezes simplificado transformando ele em outro limite,
via uma mudanca de varidvel.

Exemplo 4.28. Suponha que se queira calcular o limite de % quando x — 0. Um jeito

possivel é de usar a identidade sen 2x = 2 sen x cos x, escrevendo

. sen2x . senx
lim =1lim 2
x—0 X x—0 X

cosx=2-1-1=2.

Um outro jeito de proceder € de introduzir a nova varidvel y:=2x. Ao fazer essa mudancga,

é preciso reescrever o limite lim,_, *22* somente usando a varidvel y. Como x — 0 implica

y —0,ecomox=y/2,

. sen2x . seny .
lim = lim = 21lim
x—0 X y—=0 y/2 y=0 y
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4.7. O limite e = lim,_,,(1+ 1)" CAPITULO 4. LIMITES

<

cos® x—1
x—0 cosx—1 *

Exemplo 4.29. Considere o limite lim Chamando z:=cosx, ao x — 0 temos

z — 1. Logo,

—1
o= 3 (ver Exemplo 4.17).

<&
Vejamos também como um limite lateral pode ser transformado em um limite no infinito:

Exemplo 4.30. Considere os limites laterais calculados no Exercicio 4.15: lim, _,: 9%, lim,_, o 9x.

Chamemos 2:2%. Se x — 0", entdo g — +00. Logo,

. 1 .
lim 9 = lim 9° = +00.
x—07t Z2—00

Por outro lado, se x —» 07, entdo g —» —090, e

lim 95 = lim 9 =0.

x—0~ Z——00

Exercicio 4.27. Calcule os limites fazendo uma mudanga de varidvel.

. sen(x—1) . sen(x+1) . 1
1. lim,_,; 5=~ 3. lim,, ; =55~ 6. lim,_,. tanh <

. xn—qh
4. lim,_,, ==,

. sen(3x)
2. lim,_,, sen(ex)

. — . 1
5. lim,_,, —= 1/;4_2 7. lim, . x tanh —

4.7 O limite e = lim,_,(1+2)"

Mencionamos, no ultimo capitulo, que uma das defini¢des possiveis do numero e = 2,718...
é via o limite de (1 + }()x quando x — o0. De fato,

x= | 10 | 100 | 1000 | 10000
(1+2) =|2,59374... | 2,70481... | 2,71692... | 2.71814...

Pode ser mostrado que o limite quando x — o0 existe, e tomamos o valor do limite como
definicdo da base do logaritmo natural:

e:= lim (1 + %)x

X—> 00

Essa caracterizacdo de e permite calcular varios limites importantes, como por exemplo

: In(1+h Ny . .
limy, o+ n( - ). De fato, com a mudanca de variavel z = %, h — 0" implica z — +00:

In(1+h In(1+2
lim In@+h) _ lim In1 +3) = lim In((1+1)*)=Ine=1. (4.23)
h—0+ h 2—+00 1 2—5+00 z
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CAPITULO 4. LIMITES 4.8. O limite lim,_,, &

Um outro limite que pode ser calculado € lim Dessa vez, chamando z = e*,

x — 0" implicaz — 1*:

x—0t

lim im
x—=0t X z—1t Ing z—1+ Inz

Mas agora se h:=z — 1, entdo g — 1" implica h — 0", e por (4.23),

. Inz . In(1+h)
lim = lim ——==1.
21t g —1] h—0*t h
Portanto,
.oe¥—1
lim =1. (4.24)
x—0*t X
Observe que o limite lateral a esquerda se obtém facilmente: chamando y:=—x,
*_1 V1 y—1
lim ¢ = lim ¢ = lim ¢ e’
x—0~ X y—0* -y y—0* Yy
e’ —1
= 1 i V) = =
( lim )(ylg(r)l+ e ) 1-1

y—=0t  y

Exercicio 4.28. Mostre que para todo a > 0,

log,(1+h x_
lim 084 ) = 1 , lim 2 1 =Ina. (4.25)
h—0 h Ina x—0 X
. . . ax
4.8 O limite lim, _,, <

Nesta secdo veremos como calcular alguns limites que envolvem exponenciais e logaritmos,
do tipo

e (Inx)®
lim —, lim e
xX—00 X X—00 X

Esses limites costumam ser estudados usando a regra de Bernoulli-I'Hopital, que sera vista
no Capitulo 6. Serd suficiente considerar um caso.

Exemplo 4.31. Mostraremos aqui que

(4.26)
0 se0<a<l.

a*® {+oo sea>1,

Quando a = 1, o limite é simplesmente lim,._, a;o = lim,_, % =0. Quando 0 < a < 1,
temos lim,_, ., a* = 0 (lembre de (4.14)), o que implica lim, _, ., ‘;—x =lim,_,, a* % =0-0=
0. Portanto, falta tratar o caso a > 1. Observe que nesse caso, podemos escrever a =1+ 3,
com f3 > 0.

a*  (1+pB)*

x  ox
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X

4.8. O limitelim, ., & CAPITULO 4. LIMITES

X

Suponhamos agora que x > 0 seja grande. Como x > x|, temos (1 + )* > (1 + B!
Agora, como | x | é inteiro. Assim podemos usar a férmula do binémio de Newton *

(1+/37)LXJ:1+/3|_XJ+[32|.XJ(I.J;J_1)+‘“+ |_XJ(|_XJ 1)/5Lx

QLI

Nesta ultima desigualdade observamos que todos os termos da soma sao positivos, e man-
tivemos somente o termo de ordem 2. Portanto, & > f52xL-1x] LXJ . Mas, como

2
lim —l‘XJ Lx] =400,
x—00 2x

. . X
provamos o resultado desejado: lim,_, ., 5 = +00. o

Exemplo 4.32. Podemos usar o ultimo exemplo para mostrar que se a > 1, entdo para todo
inteiro p > 0,

lim — =+4o00. (4.27)

De fato, podemos sempre escrever z—z = (l;—x)p, em que b = a?. Como a > 1, vale b > 1
também. Logo, por (4.26),

lim a—x hm(bx) :(lim K)p=+c>o.

x—0o0 xP X—00 T X

<

A partir dos exemplos anteriores podemos calcular outros limites: para todo a > 1 e todo
inteiro p > 0,

. (log,x)P
lim —— =

X—00 X

De fato, com a mudanca y = log, x, x — oo implica y — o0, logo por (4.27)

(log, x)P yP 1
lim —22"2 = lim 2 = lim — =0.
X—00 X y—oo qY y—oo &2
yP
Exercicio 4.29. Calcule os limites abaixo.
1. 1 e* 3 1 e . (log x)7
- My o6 33 L my Lo 5. lll’le_>Oo —4x
18
0.5°(%7 )" 5% 2x 5
q 8 . e“*+3x
2. hmx—>oo i 4. lll'l'lx_w<> = 6. hmx_,oo E+)2+2c3

1a+B) =Y _, (DAB k. Aqui usamos essa férmula com A=1, B = f.
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CAPITULO 4. LIMITES 4.9. Exercicios de revisao

4.9 Exercicios de revisao

Exercicio 4.30. Considere a fungdo

2x+2 sex <O,
f(x)={x*—2 se0<x<2,
2 sex=>2.

Calcule os limites lim,_,, f(x), lim,_ o+ f(x), lim,_qf(x), lim,_,- f(x), lim,_,: f(x),
lim,_,, f (x). Em seguida, interprete esses limites no grdfico de f.

Exercicio 4.31. Considere um ponto Q na pardbola y = x*. Seja M o ponto meio do segmento
0Q (O € a origem) e seja r a reta perpendicular ao segmento OQ, passando por M. Seja R a
interse¢do de r com o eixo y. Estude o que acontece com R quando Q varia. O que acontece
com R no limite Q — O?

Exercicio 4.32. Considere um circulo C de raio r > 0. Considere a divisdo de C em n setores
de aberturas iguais. Aproxime a drea de cada setor pela drea de um tridngulo, escreva a drea
A,, do poligono definido pela unido dos n tridngulos, e calcule lim,_, . A,,.

Exercicio 4.33. Calcule o limite, se existir.

. x*—16 . sen x . 1—x7
1. lim,_,,~=> 8. lim,_,, Tcos 1) 16. lim,_,, o 15077
. 3x%—x 9. lim log,(sen(x))
. x—0+ 9 . o) —
2. lim, .y 53 17. hmh—@%ﬁ

3 lim, . X2l 10. lim,_,4+ logy(cos(x))

X—3 x2—x—6 . _ . %/H—l
11. ].lmx_>0 L (;COSX 18' llmh—)l h—l
. x2+4x—21
4. llmx_>3 X2—x+6 12, 1i (l 1 )
My ol — g 19. lim 5x“4+8x—3
X 2 . . X——00 7x3—4x—17
5. lim X“+ax—21
: X—>00  x2—x+6 13. lim, e Va2—mx—vx2—1
: X senx
: x3+1 . pi 1 20. llmX—’O 2—2cosx
6. lim, o, 5725 14. lim, ;o0 sen(5 + 1753)
g sen(x+1) . x%+3 c 1—4/1—4x2
7. hmx_>_1 12 15. hquwo e 21. hmx_,o o

Exercicio 4.34. Prove o Teorema 4.1.
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4.9. Exercicios de revisao CAPITULO 4. LIMITES

Exercicio 4.35. Calcule os limites

1.

2.

3.

lim, _,, W (Dica: 1—cos®’x =...)

lim,,_,, w (Dica: sen(a+b)=...)

lim, _,, Szj(_g"‘: (Dica: lim,_,,, X;:f =...)

Para a,b > 0, limx_)% % (Dica: m—3x =3t, cos(a+b)=...)

lim,_, o %ln(a" + b*) (Dica: distinguir a > b, a < b)

Paran € N, x, € R, lim,_,, W (Dica: use uma mudanga de varidvel z = x +he

faga uma divisdo, ou entdo use a formula do binémio de Newton para expandir (x,+h)".)
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Capitulo 5

Continuidade

Continuidade € o conceito fundamental da andlise. Sem saber, j4 nos deparamos com conti-
nuidade em varios lugares ao longo desse capitulo.

Exemplo 5.1. No Exemplo 4.16 estudamos a funcdo f(x) = 5 + 1 na vizinhanca de a = 1.
L4, vimos que

lim £ (x) = 3.
Ja tinhamos observado que esse fato parecia dbvio, ja que no ponto a = 1, a funcéo f toma
ovalor f(1) = % Logo, o que acontece para essa funcdo no ponto a =1 é que

lim £ () = f(1).

Diremos que f é continua em a = 1. Em palavras, isso significa que nos pontos x perto de 1,
a fungdo toma valores f (x) perto de f(1). Acontece que essa funcdo é continua em qualquer
ponto da reta a € R:

lim f (x) = f(a).

Mas essa propriedade ndo vale para todas as funcdes.
Exemplo 5.2. Considere a seguinte modificacdo do Exemplo 4.19:

f(X)={

cujo grafico na vizinhanca de a = 0 é facil de esbocar:

+ sex >0,

sex <0.

wWlx wlx
N—= D=

f(x)

Aqui temos f(0) = —%,

limfG)=-3, e  limfe)=+}.
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CAPITULO 5. CONTINUIDADE

Logo,
lim £(x) = £(0), mas lim f(x) # f(0).

Diremos que f € continua a esquerda em a = 1, mas ela ndo é continua a direita. Diz-se que
essa funcdo é descontinua em a = 0. o

Definicdo 5.1. Uma fungdo f é
1. continua a direita em a se lim,._, . f (x) = f(a).
2. continua a esquerda em a se lim,_,,- f(x) = f(a).

Se f € ao mesmo tempo continua a esquerda e a direita em a, entdo
lim f (x) = f(a),
xX—a

e f € dita continua em a. Se os limites laterais lim,_, . f (x) lim,_,,- f (x) forem diferentes,
ou se eles forem iguais mas diferentes de f (a), entdo f ¢é dita descontinua em a.

Diremos, em geral, que uma funcdo f é continua se ela é continua em cada ponto do seu
dominio.

Observacao 5.1. Informalmente: f é continua em a se uma pequena variacio de x em torno
de a implica uma pequena variacdo de f(x) em torno de f(a). Em particular, o grafico de
f nao “da pulo” num ponto de continuidade. o

A maioria das funcoes fundamentais consideradas até agora sdo funcdes continuas.

Exemplo 5.3. Qualquer polinémio define uma funcdo continua. Por exemplo, considere
f(x) = x> —2x3, e a € R um real qualquer. Quando x tende a a, entdo x> — a2, e
—2x3 — —2a3. Logo f(x) — f(a), portanto f é continua em a. O mesmo raciocinio pode
ser adaptado para qualquer polinémio. o

Exemplo 5.4. As fungbes trigonométricas sdo continuas. Por exemplo, por definicdo do seno
e do cosseno via o circulo trigonométrico, parece claro (e serd mostrado analiticamente
mais tarde) que senx e cosx variam continuamente em funcao de x. Portanto, sendo um
quociente de duas funcoes continuas, a tangente é continua também (no seu dominio).

<

Exemplo 5.5. As fungdes exponencial e logaritmo, a* e log,(x) (em particular, e* e Inx), séo
funcdes continuas . o

Proposicao 5.1. Se f e g sdo continuas em a, entdo Af (onde A é uma constante), f + g,
e f - g sdo continuas em a também. Se g(a) # 0, entdo g € continua em a também. Se g é
continua em a e se f € continua em g(a), entdo f o g € continua em a.

Exemplo 5.6. Considere (lembre o Exemplo 4.19)

+
)
=

sex #0,
sex=0.

flx)=

NI w|x

! Apesar de parecer uma afirmacéo elementar, provar a continuidade de x — a* implica usar a sua definicio
precisa. Uma prova pode ser encontrada nos livros de andlise.
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CAPITULO 5. CONTINUIDADE 5.1. O Teorema do valor intermedidrio

Se a # 0, entdo lim,_,, f(x) = f(a), logo f é continua em a # 0. Como lim,_,y. f(x) =

% = f(0), f é continua a direita em a = 0. Mas, como lim,_,, f(x) = —% # f(0), f é
descontinua em a = 0. o
Exemplo 5.7. A funcdo f do Exercicio 4.13 é descontinua em todo a € R. o

Exercicio 5.1. Determine os pontos a € R em que a primeira fun¢do f do Exercicio 4.16 é
continua.

sex#0
—1 sex=0.
conjunto C dos pontos em que f € continua.

X
g . X =1 2 2ot .
Exercicio 5.2. Considere f(x) = x| . Dé o dominio D de f, assim como o

Exercicio 5.3. Estude a continuidade da fungdo

2_
T

f(X):={

0 sex =2.

Como que f pode ser modificada para se tornar continua na reta toda?

Exercicio 5.4. Ache o valor da constante a tal que a seguinte fungdo seja continua em todo
x € R:

xX):=
54a sex=1.

Exercicio 5.5. Estude a continuidade das funges

tanhl sex #0, ) xtanh: sex #0,
x):=
2 0 sex=0.

f(X):={

0 sex =0,

5.1 O Teorema do valor intermediario

Funcdes continuas possuem propriedades muito particulares. Considere por exemplo uma
func¢éo continua num intervalo fechado, f : [a,b] — R. Entdo, ao x variar entre a e b, o
grdfico de f corta qualquer reta horizontal intermedidria, de altura h entre f (a) e f(b), pelo
menos uma vegz:

£0)
£(a)
h |
f(a) §
a c b X
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5.1. O Teorema do valor intermedidrio CAPITULO 5. CONTINUIDADE

Teorema 5.1 (Teorema do Valor Intermediario). Seja f : [a, b] — R uma fungdo continua,
tal que f(a) < f(b). Entdo para todo h € [f(a), f(b)], existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = h.
Uma afirmagdo parecida vale quando f(a) > f(b)

Exercicio 5.6. Para cada fun¢do abaixo, estude a propriedade do valor intermedidrio (isto €,
fixe uma reta de altura h e vé se o grdfico de f corta a reta).

1. f:[-1,2] > R, f(x):=x2

||

bxl 0,
2. g:[-1,1] >R, g(x):=1 * T2

0 sex=0.

2x—1 se0<x<1,

3. h:[0,2] - R, h(x):Z{
2x—3 sel<x<2.

O Teorema do valor intermediario pode ser usado para a resolu¢do numérica de equagoes:

Exemplo 5.8. Considere a funcao f(x):=% — x%— x>, no intervalo [—1,1]. Como f é con-
tinua e muda de sinal entre —1 e +1, f(—1) = % >0, f(+1)= —% < 0, o Teorema do Valor
Intermediario implica que deve existir pelo menos um ponto x, € [—1, 1] tal que f(x*) = 0.

fx)
\/\ +1
—1 Xy

Como calcular x,? Por definicdo, x, € [—1, 1] € solucdo da equacdo do quinto grau:

5 2 1 _
x*+x*—35=0,

Como ndo existe um método geral para a resolucdo de tais equacoes, vejamos um método
que, sem ser exato, fornece pelo menos uma aproximagcdo de x,.

A ideia é de localizar x, usando recursivamente o Teorema do Valor intermedidrio. Para
comegar, observemos que como f(0) > 0, f(1) < 0, f muda de sinal também no intervalo
[0,1], o que implica que x, € [0,1].

Calculemos entdo o valor de f no meio do intervalo [0,1] e observemos que f (%) > 0.
Portanto, f muda de sinal entre % e 1, o que implica que x, € [%, 1]. Em seguida, f (%) <0
implica que f muda de sinal entre % e %, isto é, x, € [%, %]. Continuando assim, obtemos
uma sequéncia decrescente de intervalos encaixados, cada um contendo Xx,:

[0,115[3,1]0[3,3]>
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CAPITULO 5. CONTINUIDADE 5.2. Limites e fungbes continuas

Os tamanhos dos intervalos decrescem exponencialmente rdpido: o primeiro tem tamanho
1, o segundo tamanho %, etc., o n-ésimo tem tamanho 27". Logo, qualquer ponto do n-ésimo
intervalo d4 uma aproximacao de x, com uma precisdo de 27".

O método descrito acima, que consiste em usar o Teorema do Valor intermedidrio a cada
etapa, é chamado de método da bisse¢do.

5.2 Limites e funcoes continuas

Como visto na Proposicédo 5.1, se g € continua em a, e se f é continua em g(a), entdo fog
€ continua em a. Isso pode ser dito da seguinte maneira: se g(x) — L quando x — a e se f
¢ continua em L, entdo f(g(x)) — f(L) quando x — a. Isto é,

lim £ (g(x)) = f (lim g(x)).

Esse fato foi usado, sem sequer ser mencionado, em vdarios lugares nas secoes anteriores.
Por exemplo apareceu, no item (5) do Exercicio 4.19, o limite de (¥2X)? quando x — O.

X
Aqui, a funcéo é da forma f(g(x)), com g(x) = =%

2X, f(x) = x*. Ora, como g(x) —> le
como f é continua em 1, podemos “entrar o limite dentro do (-)*”:

(05 = (1 Y — (=1

x—0 X x—=0 X

Também, no item (9) do Exercicio 4.15, como +/x é continua a direita em 0

lim vInx = lim Inx = V0=0.

x—1t

Um resultado parecido vale para limites no infinito: se g(x) — L quando x — oo e se f €
continua em L, entdo f(g(x)) — f(L) quando x — oo. Em outras palavras:

lim f(g() = f(lim g(x)).
Por exemplo, em (4.23),

lim ln((l + %)Z) = ln(ZEPw(l + %)Z) =lne=1. (5.1)

z—+00

5.3 Exercicios de revisao
Exercicio 5.7. Considere

)= VXA 1 —(ax®+b)+ =8 e x #£0,
~|o sex=0.

Ache a, b, c de modo tal que f seja continua em 0, e que lim,._,,, = —3.

Exercicio 5.8. Seja f : R — R continua tal quelim, _,, . f(x) =400, lim,_, ., f(x)=—00.
Mostre que Im(f) = R.
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5.3. Exercicios de revisdo CAPITULO 5. CONTINUIDADE

Exercicio 5.9. Se f ¢é par (respectivamente impar), qual é a relagdo entre lim,_,, f(x) e
lim,_,,- f(x)? Seja f uma fung¢do tmpar tal que lim,_,,+ f (x) existe e vale L > 0. Essa fung¢do
¢ continua?

Exercicio 5.10. (Aplicagdo do Teorema do valor Intermedidrio). Se I é um intervalo e se
f : 1 — R € continua, entdo Im(f) é um intervalo.

Exercicio 5.11. Estude a continuidade das seguintes funcgoes:

er se x & {£1},
g(x):=10 sex=-—1,
1 sex=+1.

arctan1/x se x # O,

sex =0,

(SIE]

e
e

f(X):={

Exercicio 5.12. Sejam f, g duas funcdes continuas na reta, tais que f(x) = g(x) para todo
racional diddico x. Mostre que f = g.
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Capitulo 6

Derivada

A derivada seréd o nosso principal uso da noc¢édo de limite. Veremos primeiro, na Secdo 6.1,
como ela aparece naturalmente na procura da equacdo da reta tangente a um grafico. Em
seguida, a derivada serd tratada como uma nova funcao e as suas propriedades serdo des-
critas. Estudaremos a segunda derivada e o seu sentido geométrico na Se¢do 6.10. Mais
tarde abordaremos o estudo de problemas concretos de otimizacdo no Capitulo ??, e no
Capitulo ??, derivada e derivada segunda serdo usadas para estudos detalhados de funcoes.

6.1 Retas e graficos de funcoes

Para comecar, consideraremos retas do plano associadas ao grdfico de uma fun¢do. Isto é,
escolheremos um ponto fixo P, um ponto mdvel Q, e consideraremos a inclina¢do da reta
que passa por P e Q. Serd interessante estudar como que essa inclinacdo evolui em fung¢éo
da posicdo de Q, quando Q se mexe ao longo do grafico de uma funcéo.

Exemplo 6.1. Considere o ponto fixo P = (0,—1) e a reta horizontal r de equagdo y = 1.
Consideremos agora um ponto mével Q em r. Isto é, Q é da forma Q = (A, 1), onde A varia
em R, e estudemos a inclinag¢do da reta passando por P e Q, dada por

1—(=1) 2
M=—m =2
M =0 =
-« inclinacdo: m(A)
/// A‘
P 3

Vemos que quando Q pertence ao primeiro quadrante (A > 0), m(A) é positiva, e quando
Q pertence ao segundo quadrante (A < 0), m(A) é negativa. Observemos também que a
medida que Q se afasta pela direita ou pela esquerda, a reta tende a ficar mais horizontal.
Em termos da sua inclinacao:

lim m(A)=0, lim m(A)=0.
A——00 A—+00

97



6.1. Retas e grdficos de fungoes CAPITULO 6. DERIVADA

Por outro lado, quando Q se aproximar de (0, 1), a reta se aproxima de uma vertical, e a sua
inclinacdo toma valores arbitrariamente grandes:

lim m(A1) =—o0, lim m(A) =+o00.
A—0~ A—0*

<
Exemplo 6.2. Considere agora o ponto fixo P = (—1,0) e um ponto mével Q no grafico
da funcéo f(x) = %, contido no primeiro quadrante. Isto é, Q é da forma Q = (A, %), com
A > 0. Como no exemplo anterior, estudemos a inclinacdo da reta passando por P e Q, dada
por

1
= _O 1
2) =2 = :
)= T A
P S
o A
Aqui vemos que
lim m(A) =400, lim m(A)=0.
A—0+ A—+00

<

Finalmente, consideremos um exemplo em que ambos pontos pertencem ao grafico de uma
mesma funcao.
Exemplo 6.3. Considere a parébola, grafico da fun¢do f(x) = x2. Consideremos , de novo,
um ponto fixo nessa parabola, P = (—1, 1), e um ponto mével Q = (A, A2).

Q,
pI- ,
-1 A
Aqui,
A2—1 A2—1
A)= = .
mA) = T Ty T a1
Quando Q se afasta de P,
lim m(A)=—o0, lim m(A) =+o00.
A——00 A—+00

Vejamos agora algo mais interessante: o que acontece quando Q se aproxima arbitrariamente
perto de P, isto é, quando A — —1?
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CAPITULO 6. DERIVADA 6.2. Reta tangente e derivada

Vemos que a medida que Q se aproxima de P, a reta r se aproxima da reta tangente a
parabola no ponto P, denotada rf . Em particular, a inclinagdo de rf pode ser calculada
pelo limite

mf = lim m(1) = lim A1
t_k—>—1 _l—>—1 A-l—]_

Esse limite é indeterminado, da forma “%”, mas pode ser calculado:

A2 —1 . (A=DA+1)
lim = lim —/——2~— 7 —

Ao—1 A+1  A-o-1 A+1 Algzll(k_l):_z'

Portanto, a equacdo da reta tangente r| ¢ da forma y = —2x +h, e a ordenada na origem
pode ser calculada usando o fato de rf passar por P. Obtém-se:

ricy=—2x-1

<

Na verdade, a mesma conta permite calcular a inclinacio da reta tangente a qualquer ponto
do gréfico:

Exercicio 6.1. Considere um ponto P da pardbola, cuja primeira coordenada é um niimero
a € R qualquer; fixo. Escolha um ponto Q da pardbola (com primeira coordenada 1), e calcule
a equagdo da reta r que passa por P e Q. Estude o que acontece com a equagdo dessa reta
quando A — a?

6.2 Reta tangente e derivada

O procedimento descrito no Exemplo 6.3 acima pode ser generalizado, e fornece um mé-
todo para calcular a reta tangente ao grafico de uma funcao f num ponto P = (a, f (a)).
Escolhamos um ponto vizinho de P, também no gréfico de f, denotado Q = (x, f(x)), e
consideremos a reta r que passa por P e Q.
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6.2. Reta tangente e derivada CAPITULO 6. DERIVADA

T
Se)
f(x)
— f(a)
a x
A inclinacdo da reta r é dada por
flx)—f(a)
x—a

e a inclinacio da reta tangente em P € obtida pegando Q — P, isto é, x — a.

Definicao 6.1. Considere uma fungdo f definida num ponto a e na sua viginhanga. Se o limite

(6.1)

f(x)—f(a)
x—a

f/(@):=lim

a

existir e for finito, diremos que f é derivdvel (ou diferencidvel) em a. O valor de f'(a) é
chamado de derivada de f no ponto a, e representa a inclinagdo da reta tangente ao
grdfico de f no ponto P = (a, f (a)).

Veremos mais tarde que a derivada deve ser interpretada
como taxa local de crescimento da funcdo: f’(a) da a taxa
com a qual f(x) cresce em relacdo a x, na vizinhanga de a. f(x)
Considerando o grafico na forma de uma curva y = f(x), e
chamando Ax:=x —a e Af:=f(x)— f(a), vemos que uma
notacdo natural para a derivada, bastante usada na literatura

é:
df . Af
— = lim —
dx Ax—0 Ax

Observacdo 6.1. Em geral, f’(a) é um limite indeterminado da forma %. De fato, se f
¢ continua em a entdo quando x — a, o numerador f(x)— f(a) — 0 e o denominador
x —a — 0. Por isso, os métodos estudados no ultimo capitulo serdo usados constantemente
para calcular derivadas. °

Observacao 6.2. Observe que com a mudanca de varidvel h:=x —a, x — a implica h — 0,
logo a derivada pode ser escrita também como

flarh—f@ 62

f'(a):=lim

Exercicio 6.2. Considere f (x):=x%—x. Esboce o grdfico de f. Usando a defini¢do de derivada,
calcule a derivada de f nos pontosa =0, a = %, a = 1. Interprete o seu resultado graficamente.
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CAPITULO 6. DERIVADA 6.2. Reta tangente e derivada

Exercicio 6.3. Usando a defini¢cdo, calcule a derivada de f no ponto dado.

1. f(x)=vx,a=1 4. f(x)=x* a=-1
2. f(x)=+v1+x,a=0
3 f(x)=%5,a=0 5. f(x)=%,a=2.

Exercicio 6.4. Dé a equagdo da reta tangente ao grdfico da fungdo no(s) ponto(s) dado(s):

1. 3x+9, (4,21) 4. <, (-1,-1), (1,1)
2. x—x% (3,3 5. V/1—x2,(—1,0), (1,—1) (0,1), (1,0)
3. V1+x,(0,1) 6. senx, (0,0), (3,1)

Exercicio 6.5. Calcule a equacdo da reta tangente ao circulo x* + y* = 25 nos pontos P, =
(3’ 4)} P2 = (3) _4)1 PS = (5: O)

Exercicio 6.6. Determine o ponto P da curva y = 4/x, x = 0, no qual a reta tangente rp a
curva € paralela a reta r de equagdo 8x —y —1 = 0. Esboce a curva e as duas retas rp, r.

Exercicio 6.7. Calcule o valor do parametro 3 para que a reta y = x — 1 seja tangente ao
grdfico da funcdo f(x) = x*—2x + f3. Em seguida, faca o esbogo de f e da reta.

Exercicio 6.8. Considere o grdfico de f(x) = % Existe um ponto P do grdfico de f no qual a
reta tangente ao grdfico passa pelo ponto (0,3)?

Exercicio 6.9. Determine o ponto P do grdfico da fungdo f(x) = x*—2x+1 no qual a equagdo
da tangente é y = x + 3.

6.2.1 Pontos de nao-diferenciabilidade

A derivada nem sempre existe, por raz0es geométricas particulares: a reta tangente nao €
sempre bem definida. Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 6.4. Considere f(x):=x'/3, definida para todo x € R (veja Secfio 2.4.2). Para um

a # 0 qualquer, calculemos (com a mudanca t = x/3)

1/3 1/3 1/3
, . o x 7 —a . t—a . 1 1
a)=lim——— = lim = lim = .
f ( ) X—a xX—a t—al/3 t3—a t—all3 t2 + ql/3t + q2/3 3q2/3
Se a = 0, é preciso calcular:
1/3 _ 1/3
/ . X _O . 1
0)=lim———— =lim—— = +00.
f ( ) x—0 x—0 x—0 x2/3

De fato, a reta tangente ao grafico em (0, 0) é vertical:

101

Cdlculo 1, Versdo 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestdes, criticas e corre¢des: sacha@mat.ufmg.br



6.2. Reta tangente e derivada CAPITULO 6. DERIVADA

xw]/ x
A

Assim, x!/° é derivavel em qualquer a # 0, mas nio em a = 0. o

Exemplo 6.5. Considere agora f(x) = |x|, também definida para todo x € R. Se a > 0,

entao

|x|—|a] x—a

f’(a) = lim = lim =+1.
x—a x—a x—ax—a
Por outro lado, se a < 0,
f/(a):hm |x|—|a| — lim _X—(_a) —_1.
x—a X—da x—a X—da

Entdo |x| é derivavel em qualquer a # 0. Mas observe que em a = 0,

—10 — |0
lim —lxl 0] =41, lim —lxl 0] =
x—0t x—0 x-0- x—0

—1.

Como os limites laterais ndo coincidem, o limite bilateral ndo existe, o que significa que
f(x) = |x| ndo € derivdvel (apesar de ser continua) em a = 0. De fato, o grafico mostra que
na origem (0, 0), a reta tangente ndo é bem definida:

<

Exercicio 6.10. Dé um exemplo de uma fungdo continua f : R — R que seja derivdvel em
qualquer ponto da reta, menos em —1,0, 1.

Apesar da funcdo |x| ndo ser derivavel em a = 0, vimos que € possivel “derivar pela es-
querda ou pela direita”, usando limites laterais. Para uma funcao f, as derivadas laterais
em a, f/(a) e f'(a), sdo definidas pelos limites (quando eles existem)

fO=f@_ ,  flath)—fl@)
X—a

fi(a):=lim Jim N

x—a*

(6.3)

6.2.2 Derivabilidade e continuidade

Vimos casos (como |x| ou x*/* em a = 0) em que uma funcio pode ser continua num ponto
sem ser derivavel nesse ponto. Mas o contrdrio sempre vale:

Teorema 6.1. Se f ¢ derivdvel em a, entdo ela é continua em a.
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CAPITULO 6. DERIVADA 6.3. A derivada como fungdo

Demonstracdo. De fato, dizer que f é derivavel em a implica que o limite f’(a) = lim,_,, ’w
existe e é finito. Logo,
: . (f(x)—f(a)
lim(f ()~ f () = lim{ =———~—(x ~a)}
x—a Xx—a X—a
x—a xX—a x—a
o que implica f(x) — f(a) quando x — a. Isto é: f é continua em a. O

6.3 A derivada como funcao

Exemplo 6.6. Serd que existe um ponto P da pardbola f(x) = x* em que a reta tangente tem
inclinagdo igual a 2975?

O que sabemos fazer, até agora, é fixar um ponto, por exemplo a = 1, e calcular a inclinacdo
da reta tangente a pardbola no ponto (1, f (1)), que é dada por f’(1). Para responder a
pergunta acima, poderiamos calcular a derivada em varios pontos da reta, um a um, até
achar um em que a inclinacdo a igual a 2975.

Mas é mais facil reformular a pergunta acima diretamente em termos da derivada: Serd

que existe um ponto a em que
f'(a)=2975 ?

Para isto, é preciso ter a funcdo f’(-), que associa a cada a a inclinacdo da reta tangente
ao grafico de f no ponto (a, f(a)). Logo, vamos supor que a é um ponto fixo da reta, sem
especificar o seu valor, e calcular

f—(xz :2 (@ _ i 228 i G OHD gy = 20,

f’(a) =1lim

x—a x—a X —a x—a xXxX—a x—a

Agora, a equacdo que precisamos resolver, f'(a) = 2975, é simplesmente
2a =2975, = a=1487.5.

O ponto procurado é P(1487.5,1487.5%). o

O exemplo acima mostrou a utilidade de ver a derivada como uma funcdo a — f’(a).
Quando se fala em funcéo, é mais natural a escrever usando a letra x em vez da letra a:

x— f'(x).

Assim, a derivada pode também ser vista como um jeito de definir, a partir de uma fungéo
f, uma outra funcdo f’, chamada derivada de f, definida (quando o limite existe) por

fle+h)—f(x)
- :

f(x):=lim

Observe que nessa expressdo, h tende a zero enquanto x é fixo.

Observacio 6.3. E importante mencionar que o dominio de f’ é em geral menor que o de f.
Por exemplo, |x| é bem definida para todo x € R, mas vimos que a sua derivada é definida
somente quando x # 0. o
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6.3. A derivada como fungdo CAPITULO 6. DERIVADA

Exercicio 6.11. Se f € par (resp. impar), derivdvel, mostre que a sua derivada é impar (resp.
par).

af (x)—xf(a)

Exercicio 6.12. Se f ¢é derivavel em a, calcule o limite lim,_,, = —

Derivadas serdo usadas extensivamente no resto do curso. Nas trés préximas secoes calcu-
laremos as derivadas de algumas fun¢oes fundamentais. Em seguida provaremos as regras
de derivagdo, que permitirdo calcular a derivada de qualquer funcdo a partir das deriva-
das das funcoes fundamentais. Em seguida comecaremos a usar derivadas na resolucao de
problemas concretos.

6.3.1 Derivar as poténcias inteiras: x?

Mostraremos aqui que para as poténcias inteiras de x, x? com p € Z,

(xPY = pxP1. (6.4)

O caso p = 2 jéa foi tratado no Exemplo 6.3 e no Exercicio 6.1:

+h)?—x? 2xh + h?
(2 = lim S =X g 2R o 4R = 2x
h—0 h—0 h h—0
Na verdade, para x" com n € N qualquer, ja calculamos no Exercicio 4.35:

(x") = lim w —
h—0

nx™ !, (6.5)

Por exemplo, (x*) = 4x3, (x'7) = 17x'°. Daremos uma prova alternativa da férmula (6.4)
no Exercicio 6.17 abaixo.

Observacéo 6.4. O caso p = 0 corresponde a x° = 1. Ora, a derivada de qualquer constante
C € R é zero (o seu gréfico corresponde a uma reta horizontal, portanto de inclinacdo = 0!):

(C)Y =0.

Para as poténcias negativas, x P = -+ obviamente nfo é derivivel em 0, mas se x # 0
) x4 ) 5

qx? !t =—qx9".

= lim

1Y . G+ x4 . -1  (x+h)?—x7 -1
(—q) =lim ——— =
h—0 h h—0 (x + h)dx4 h x4x4

Isso prova (6.4) para qualquer p € Z. Veremos adiante que (6.4) vale para qualquer p,
mesmo ndo inteiro. Por exemplo, (x 2y = /2x¥%1, Para alguns casos simples, uma conta

explicita pode ser feita. Por exemplo, se p = :I:%,

Exercicio 6.13. Calcule (/x), (%)’.
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CAPITULO 6. DERIVADA 6.3. A derivada como fungdo

6.3.2 Derivar as func¢oes trigonométricas

A derivada da funcao seno ja foi calculada no Exercicio 4.35. Por definicao,

sen(x +h)—senx
h

Usando a férmula (1.25), sen(x + h) = senx cosh + senh cos x, obtemos

(sen)’(x) = lim
h—0

. sen(x+h)—senx . senxcosh+senhcosx—senx
lim = lim
h—0 h h—0 h
cosh—1 senh
=senx{lim—}+cosx{lim }
h—0 h—0
Ora, sabemos que lim,,_,, % =1, e que lim,_,, Cosfil‘_l = limh_)ohc‘”h};_1 = 0 (lembre o item
(5) do Exercicio 4.19). Portanto, provamos que
(sen)’(x) =cosx |. (6.6)
Pode ser provado (ver o exercicio abaixo) que
(cos)'(x)=—senx. (6.7)

senx
cosx

Para calcular a derivada da tangente, tan x = precisaremos de uma regra de derivagédo

que serd provada na Secdo 6.4; obteremos

1
cos2x

(tan)’(x) =1+tan’x = (6.8)

Exercicio 6.14. Calcule a equagdo da reta tangente ao grdfico da fung¢do senx, nos pontos
P, =(0,0), P, =(5,1), P; =(m,0). Confere no grdfico.

Exercicio 6.15. Prove (6.7).

6.3.3 Derivar exponenciais e logaritmos

Na Secdo 4.7 calculamos

h_
lime 1 =1, 1im—1n(1+h)=

Hm — lim P 1. (6.9)

Lembre que esses limites seguem diretamente da definicio do nimero e, como o limite
e:=1lim,_,(1+ %)”. Usaremos agora o primeiro desses limites para calcular a derivada de
e*: para x € R,

N ex+h_ x_ ' exeh_ex_ s eh—l e
(e¥):=lim ———— =lim ———— =¢*{lim =e".
h—0 h h h—0 h

Portanto, esté provado que a func¢édo exponencial é igual a sua derivada! Por outro lado, para
derivar o logaritmo, observe que para todo x > 0, In(x + h) —In(x) = ln(XTJ’h) =In(1+ %).
Logo,

In(x +h) —In(x) _yi In(1 + %)

L
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6.4. Regras de derivacdo CAPITULO 6. DERIVADA

Chamando a:=§ temos, usando (6.9),

lim In(1 —+-a)} _1

X

(Inx) = }({

a—0 a

Calculamos assim duas derivadas fundamentais:

(e¥) =e", (Inx) = 1
X

Observacao 6.5. A interpretacdo geométrica dos limites em (6.9) é a seguinte: a inclinacao
da reta tangente ao grafico de e* no ponto (0,1) e a inclinacdo da reta tangente ao grafico
de Inx no ponto (1,0) ambas valem 1 (lembre que o grafico do logaritmo ¢é a reflexdo do
gréfico da exponencial pela bisetriz do primeiro quadrante):

Uma olhada nos esbocos das fungdes a* na pdgina 52 mostra que e* é a Unica com essa
“, ”

propriedade. As vezes, livros definem “e” como sendo a unica base a que satisfaz a essa
propriedade: a inclinacdo da reta tangente a a* na origem € igual a 1. o

6.4 Regras de derivacao

Antes de comecar a usar derivadas, é necessario estabelecer algumas regras de derivagdo, que
respondem essencialmente a seguinte pergunta: se f e g sdo derivaveis, f’ e g’ conhecidas,
como calcular (f + g), (f - g)’, (é)’, (f o g)’? Nesta secdo, serd sempre subentendido que
as funcoes consideradas sdo derivaveis nos pontos considerados. Comecemos com o caso
mais facil:

Regra 1. | (Af (x)) = Af'(x) | para toda constante A € R.

Demonstracdo. Usando a definicdo de (Af(x))’ e colocando A em evidéncia,

Af(x+h)=Af(x) _ o fOeth)—f(x)
h

h h—0

(Af (x))':=lim = Af'(x).

Por exemplo, (2x°) = 2(x°) = 2-5x* = 10x*.

Regra 2. | (f(x) +g(x)) = f'(x) + g'(x).
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CAPITULO 6. DERIVADA 6.4. Regras de derivacdo

Demonstragdo. Aplicando a defini¢do e rearranjando os termos,

(F(x+h)+gx +h)—(f(x)+g(x))

(f (x) + g(x))":=lim

h
{f(X+h) f(x) g(X+h)—g(X)}
h—>0 h
:}g%f(X+h2 flx )+}£%g(X+h2—g(X) — Fx) +g().

Por exemplo, (2x° +senx)’ = (2x°)' + (senx)’ = 10x* + cos x.

Regra 3. | (f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g’(x) | (Regra do produto de Leibniz).

Demonstragdo. Por definicéo,
£ +P)glx +h) — £(x)g(x)
h .
Para fazer aparecer as derivadas respectivas de f e g, escrevamos o quociente como

flx+h)glx+h)—fx)glx) _ flx+h)—f(x) glx+h)—g(x)
h h h

(f (0g(x))=lim

glx+h)+f(x)

Quando h — 0, temos ’w — f'(x)e w — g’(x). Como g é derivavel em x,

ela é também continua em x (Teorema 6.1), logo lim,,_,, g(x +h) = g(x). Assim, quando
h — 0, o quociente inteiro tende a f’(x)g(x) + f(x)g’(x). O

Por exemplo,
(x*senx) = (x?) senx + x?*(senx) = 2x senx + x*cos x .
Exercicio 6.16. Dé contra-exemplos para mostrar que em geral, (f g) # f'g’

Exercicio 6.17. Mostre a férmula (x™)’ = nx"! usando indugdo e a regra de Leibniz. (Dica:

Xn+1 =x- xn.)

Estudemos agora a derivacdo de funcdes compostas:

Regra 4. | (f(g(x))) = f'(g(x))g’(x) | (Regra da cadeia).

Demonstragdo. Fixemos um ponto x. Suporemos, para simplificar, que g(x +h)—g(x)#0
para todo h suficientemente pequeno !. Podemos escrever

f(g(x + h)) f(g(x))

(f ((x))):=

. g ) — Fg)) gl 1) g(x)
T g(xTh)—g(x) h

(6.10)

!Sem essa hipdtese, a prova precisa ser ligeiramente modificada.
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6.4. Regras de derivacdo CAPITULO 6. DERIVADA

Sabemos que o segundo termo w — g’(x) quando h — 0. Para o primeiro termo

chamemos a:=g(x) e z:=g(x + h). Quando h — 0, z — a, logo

feGe+m) = F(e(x) _ . f@)—f(a)
=0 glx+h)—g(x) =% z-a

= f'(a) = f'(g(x)).
L]

Para aplicar a regra da cadeia, é importante saber identificar quais sdo as funcoes envolvi-
das, e em qual ordem elas sdo aplicadas (lembre do Exercicio 2.22).

Exemplo 6.7. Suponha por exemplo que queira calcular a derivada da funcio sen(x?), que
¢ a composta de f(x) = senx com g(x) = x?: sen(x?) = f(g(x)). Como f'(x) = cosx e
g'(x) = 2x temos, pela regra da cadeia,

(sen(x?)) = f(g(x)) = f'(g(x))g'(x) = cos(x?) - (2x) = 2x cos(x?).
Para calcular e*, que é a composta de f(x) = e* com g(x) = x2, e como f’(x) = e*, temos

(exz)/ — ex2 . (xz)/ — 2X€x2

<o
Exemplo 6.8. Para calcular a derivada de cosx’ que é a composta de f(x) = % com g(x) =
cosx, e como f'(x) = —xz, g’'(x) = —senx, temos
1 sen x
1y —_ (= _ _
(&) (cosx)? (=senx) (cosx)?
De modo geral, deixando g(x) ser uma funcdo qualquer, derivavel e ndo-nula em x,
1 y_ gk
— ) == : (6.11)
(g(X)) g(x)?
<o
, / _ /
Regra 5. (f(x)) = f(x)glx) fz(x)g (x) (Regra do quociente).
g(x) g(x)
Demonstragdo. Aplicando a Regra de Leibniz e (6.11),
f(x) g'(x)y _ fl(x)g(x)—f(x)g’ (X)
(LY = (f0- =) =00 =+ £ (- 52) = )
g(x) g(x) g(x) g(x) g(x)
O
Exemplo 6.9. Usando a regra do quociente, podemos agora calcular:
, senxy/ (senx) cosx —senx(cosx)  cos®x +sen?x
(tanx) = ( ) = =
coS X cos2 x cos2 x
Essa ultima expressao pode ser escrita de dois jeitos:
1+tan’x,
(tanx) = { a? X
Oou sx
<
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CAPITULO 6. DERIVADA 6.4. Regras de derivacdo

Exercicio 6.18. Use as regras de derivagdo para calcular as derivadas das seguintes fungoes.
Quando for possivel, simplifique a expressdo obtida.

1. —5x 8. 15. 7=
Cx3—=x7 9. (x+1) (1)
2. x®—x ( ) 16. S
3 l+x+5+% 10. (3+1) —

2 3 ( x) L7 x+m

1
4. 2 1. VI= 18, JTT VR
5. xsenx 12. sen®x —cos’ x 19, =X
COos X

6. (x*+1)senx cosx 13. —— 20. cos V1 + x2
7. % 14. COS(le—l) 21. Sen(senx)

Exercicio 6.19. Calcule a derivada da fun¢do dada.

1. 2e7* 4. e“senx 7. In(1 + e*) 10. In(cosx)
2. In(1+ x) 5. %~ 8. xlnx
3. In(e*) 6. e 9. ex 11. In(ifeosxy

senx

Exercicio 6.20. Verifique que as derivadas das fungées trigonométricas hiperbélicas sdo dadas
por

1—tanh®x
1
cosh? x

(senhx) =coshx, (coshx) =senhx, (tanhx) = {

As vezes, um limite pode ser calculado uma vez que interpretado como uma derivada.

Exemplo 6.10. Considere o limite lim,_,; 22X 1> que é indeterminado da forma - Como =5 h” =

%, vemos que o limite pode ser interpretado como a derivada da func¢éo f (x)= lnx no

ponto a = 1:

Inx—Inl f(x) f(1)

)lcllg x—1 x—>1 _f (1).
Ora, como f'(x) = %, temos f'(1) = 1. Isto é: lim,_,, )1% =1. o

Exercicio 6.21. Calcule os seguintes limites, interpretando-os como derivadas.

. x999—1 . sen(x?)—sen(n?) . ]
1. hmx_ﬂ —1 3. hmx_mT 5. hmt_>0 t
: cosx+1 : Inx—In2
2. llmx_m? 4. llmxﬁzﬁ
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Exercicio 6.22. Considere as fungoes

0 sex =0, 0 sex =0.

f(x)_:{xsen% sex#0, g(x)':{xzsen% sex#0,

Mostre que g ¢é derivdvel (logo, continua) em todo x € R. Mostre que f é continua em todo
x € R e derivdvel em todo x € R \ {0}, mas ndo € derivdvel em x = 0.
6.4.1 Derivar as poténcias x*; exponenciacao

Definir uma poténcia x? para p € Z é imediato. Por exemplo, x*:=x-x-x. Mas como definir
x% para uma poténcia nio-inteira, por exemplo x V2 = x 14142

Um jeito de fazer é de se lembrar que qualquer x > 0 pode ser exponenciado: x = e'"*.
Como (e"¥)* = ¢*"* & patural definir

x% =X (6.12)

Observe que com essa definicdo, as regras habituais sdo satisfeitas. Por exemplo, para qual-
quer a, 3 €R,

alnxeﬂlnx alnx+flnx _ e(a+ﬂ)lnx — xa+/5 .

x*xP =e =e
Mas a definicdo dada acima permite também derivar x“, usando simplesmente a regra da
cadeia: a
(xa)/ — (ealnx)/ — (a lnx)/ealnx = Zx%= axa—l .
x
Assim foi provado que a férmula (x?)’ = pxP~!, inicialmente provada para p € Z, vale tam-
bém para expoentes ndo-inteiros.

O que foi usado acima é que se g é derivdvel, entdo pela regra da cadeia,
(e3™)Y = 8™ g’(x). (6.13)

Exemplo 6.11. Considere uma exponencial numa base qualquer, a*, a > 0. Exponenciando
a base a = ™%, temos a* = e*'", Logo,

(a*) = (") = (xIna)e*™ = (Ina)a®. (6.14)

<

Essa expressdo permite calcular as derivadas das funcdes da forma f(x)$*). De fato, se
f(x), sempre podemos escrever f(x) = e/ transformando f(x)8®*) = es™Mf(X)  por
exemplo,

Inx

Exemplo 6.12. Considere x*, com x > 0. Escrevendo o x (de baixo) como x = e™*, temos
xx — (elnx)x — exlnx’ IOgO
(XX)/ — (exln)C)/ — (X lnx)/exlnx — (lnx + 1)Xx )
o

Exercicio 6.23. Derive as seguintes fungoes (supondo sempre que x > 0).

1. x¥* 2. (senx)* 3. xsenx 4. x*
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CAPITULO 6. DERIVADA 6.4. Regras de derivacdo

6.4.2 Derivadas logaritmicas

Vimos que derivar uma soma € mais simples do que derivar um produto: a derivada da
soma se calcula termo a termo, enquanto para derivar o produto, € necessario usar a regra
de Leibniz repetitivamente. Ora, lembramos que o logaritmo transforma produtos em soma,
e que esse fato pode ser usado para simplificar as contas que aparecem para derivar um
produto.

Considere uma funcdo f definida como o produto de n funcdes, que suporemos todas
positivas e derivaveis:

f(x) =hy(x)hy(x) ... h,(x) = l_[hk(x)-
k=1
Para calcular f’(x), calculemos primeiro
Inf(x) = Inhy (x) + Inhy(x) + -+ +Inh,(x) = D Inhy(x),
k=1

e derivamos ambos lados com respeito a x. Do lado esquerdo, usando a regra da cadeia,
(Inf(x)) = L&) Derivando termo a termo do lado direito, obtemos

ROk
f'(x)
f(x)

= (Inh;(x)+1Inhy(x)+---+1Inh,(x))

= (Inhy ()Y + (Inhy(x)) + -+ (I, ()Y
RO e )
T () ) ha(x)”

Logo, obtemos uma férmula

hi(x)  hi(x) ey h;(x))

FE= s e T e

Exercicio 6.24. Derive, usando o método sugerido acima:

(x+1)(x+2)(x+3) x sen® x n k
L. (x+4)(x+5)(x+6) 2. N FEeeeord 3. nk:1(1+x)

6.4.3 Derivar uma funcao inversa
Sabemos que (senx)’ = cosx e (a*) = (Ina)a*, mas como derivar as suas respectivas fun-

¢Oes inversas, isto é, (arcsenx)’ e (log, x)'?

Vimos que o inverso de uma funcéo f, quando é bem definido, satisfaz as relacoes:

Vx, (fUf ) =x.

Logo, derivando em ambos lados com respeito a x, e usando a regra da cadeia do lado
esquerdo,

FUETEN-FY)=1
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6.5. O Teorema de Rolle CAPITULO 6. DERIVADA

Logo,

1
frU1)

Exemplo 6.13. Calculemos a derivada do arcsen x, que é por definicdo a inversa da funcdo
f(x)=senx, e bem definida para x € [—1,1]. Como f’(x) = cosx, a férmula acima d4

)=

1 1
F(f~4x)) - cos(arcsenx)

(arcsenx) =

Usando a identidade provada no Exemplo 2.26: cos(arcsen x) = +/1 — x2, obtemos

1
(arcsenx) = ——. (6.15)
1—x2

Observe que, como pode ser visto no grafico da Secdo 2.4.3, as retas tangentes ao grafico
de arcsen x sdo verticais nos pontos x = £1, o que se traduz pelo fato de (arcsenx)’ nio
existir nesses pontos. o

Exercicio 6.25. Mostre que

—1 1
, arcosx) = ——, arctanx) = .
(Ina)x ( ) 1 — x2 ( ) 1 + x2

(log, x) = (6.16)

Exercicio 6.26. Calcule as derivadas das fungbes abaixo.

1. log,(1—x?) 4. arcsen(cosx), 0 <x < %

2. arcsen(1—x?)

T

3. arctan(tanx), —5 < x < 3 5. cos(arcsenx), —1<x <1

1—x>

Exercicio 6.27. Seja f(x) = arcos(;7z). Mostre que a reta de equagdo y = —%(x + %) +3
¢ tangente ao grdfico de f em algum ponto P.

6.5 O Teorema de Rolle

A seguinte afirmacdo geométrica € intuitiva: se A e B sdo dois pontos de mesma altura (isto
é: com a mesma segunda coordenada) no grdfico de uma funcdo diferenciavel f, entdo
existe pelo menos um ponto C no grafico de f, entre A e B, tal que a reta tangente ao
grafico em C seja horizontal. Em outras palavras:

Teorema 6.2. Seja f uma funcdo continua em [a, b] e derivdvel em (a, b). Se f(a) = f(b),
entdo existe ¢ € (a, b) tal que

f'(c)=0.
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Exemplo 6.14. Considere f(x) =senx, e a =0, b = . Entdo f(a) = f(b). Nesse caso, o
ponto ¢ cuja existéncia é garantida pelo teorema é ¢ = 7:

C

N

T

2
De fato, f'(x) = cosx, logo f'(5) = 0. o

Exercicio 6.28. Em cada um dos casos a seguir, mostre que a afirmagdo do Teorema de Rolle
é verificada, achando explicitamente o ponto c.

1. f(x)=x*+x,a=-2,b=1. 3 f(x)=x*+x,a=-1, b=0.
3 3
2. f(x)=cosx,a=—5,b==3

Como consequéncia do Teorema de Rolle,

Corolario 6.1. Seja f uma funcdo continua em [a, b], derivdvel em (a, b). Entdo existe c €

(a, b) tal que
f(b)—f(a)
a

— =,

Demonstracdo. Defina f (x):=f(x)— L (b) = (a)(x—a). Entéo f é diferencidvel, e como f (a) =
f(b) = f(a), pelo Teorema de Rolle ex1ste um ¢ € [a,b] tal que f'(c) = 0. Mas como
F/(x) = f/(x) = 19Z Hremos f/(c) — LET@ — g, O

a

Geometricamente, o Coroldrio 6.1 representa um Teorema
do valor intermedidrio para a derivada: se A:=(a,f(a)),
B:=(b, f (b)), o corolario afirma que existe um ponto C no
grdfico de f, entre A e B, em que a inclina¢do da reta tangente
em C (f'(c)) € igual a inclinacdo do segmento AB (——— ! (b) f (@) ).

Exemplo 6.15. Considere por exemplo f(x) = x? no inter-
valo [0, 2].

A construcdo geométrica de C é clara: tracamos a reta paralela a AB, tangente a para-
bola. Neste caso a posicao do ponto C = (¢, f(c)) pode ser calculada explicitamente: como

02 . ’
f’(x) =2x, e como c satisfaz f'(c) = 22_8 =2, temos 2c = 2, isto é: ¢ = 1. o
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Exercicio 6.29. Considere f(x) =senx, com a =—3, b = 7. Ache graficamente o ponto C e
em seguida, calcule-o usando uma calculadora.

Exercicio 6.30. Considere a fun¢do f definida por f(x) =3 sex <2, f(x)=x—1sex > 2,
e A=(0,1(0)), B=(3,f(3)). Existe um ponto C no grdfico de f, entre A e B, tal que a reta
tangente ao grdfico em C seja paralela ao segmento AB? Explique.

Exercicio 6.31. Mostre que para todo par de pontos x;, X5, vale a seguinte desigualdade:
| senxy, —senx;| < |xy —xq]. (6.17)

Use esse fato para mostrar que senx é uma fungdo continua. Faga a mesma coisa com cos x.

6.6 Derivada e Variacao

Voltemos agora ao significado geométrico da derivada, e do seu uso no estudo de funcdes.
Sabemos que para um ponto x do dominio de uma funcfo f, a derivada f’(x) (se existir)
da o valor da inclinagdo da reta tangente ao grafico de f no ponto (x, f (x)).

A observacdo importante para ser feita aqui é que os valores de f’ fornecem uma infor-
macdo importante sobre a variacdo de f, isto é, sobre os intervalos em que ela cresce ou
decresce (veja Secdo 2.2.3).

Exemplo 6.16. Considere f(x) = x2.

Vemos que f decresce no intervalo (—oo, 0], e cresce no intervalo [0,+00). Esses fatos se
refletem nos valores da inclinacdo da reta tangente: de fato, quando a funcdo decresce, a
inclinacdo da sua reta tangente é negativa, f’(x) < 0, e quando a funcéo cresce, a inclinacdo
da sua reta tangente € positiva, f’(x) > 0:

\

\ /

AN 4

f’(x)<0 f/(x)>0

Como f’(x) = 2x, montemos uma tabela de variagdo, relacionando o sinal de f’(x) com a
variacdo de f:

X 0
f1(x) - 0 +
Variag.

def | T —
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em que “\,” significa que f decresce e “,”” que ela cresce no intervalo. Vemos também que
em x = 0, como a derivada muda de negativa para positiva, a funcdo atinge o seu valor
minimo, e nesse ponto f’(0) = 0. o

No exemplo anterior, comecamos com uma funcio conhecida (x?), e observamos que a sua
variacdo é diretamente ligada ao sinal da sua derivada. Nesse capitulo faremos o contrario:
a partir de uma funcdo dada f, estudaremos o sinal da sua derivada, deduzindo a variagdo
de f de maneira analitica. Junto com outras propriedades bdsicas de f, como o seu sinal e
as suas assintotas, isto permitird esbocar o grafico de f com bastante precisao.

Vejamos agora, de maneira precisa, como a variacdo de uma fungéo diferencidvel pode ser
obtida estudando o sinal da sua derivada:

Proposicédo 6.1. Seja f uma fungdo derivdvel em I.
e Se f'(z) = 0 para todo z € I, entdo f € crescente em 1.
e Se f'(2) > 0 para todo z € I, entdo f € estritamente crescente em 1.
e Se f'(2) <0 paratodo z € I, entdo f € decrescente em 1I.

e Se f'(2) <0 para todo z € I, entdo f ¢ estritamente decrescente em I.

Demonstragdo. Provaremos somente a primeira afirmacao (as outras se provam da mesma
maneira). Suponha que f’(z) > 0 para todo z € I. Sejam x, x’ dois pontos quaisquer em I,
tais que x < x’. Pelo Coroldrio 6.1, existe ¢ € [x, x’] tal que

fON—f(x) _
=

x'—

f().

Como f’(c) = 0 por hipdtese, temos f(x’)— f(x) = f'(c)(x’—x) = 0, isto &, f(x) = f(x).
Isso implica que f é crescente em I. ]

x®

Exemplo 6.17. Estudemos a variacdo de f(x) = % — x, usando a proposi¢do acima. A
derivada de f ¢ dada por f'(x) = x%2—1, seu sinal é f4cil de se estudar, e permite determinar
a variacdo de f:

x
f'(x) + 0 — 0 +
Variac.

Isto é: f cresce em (—oo,—1] até o ponto de coordenadas (—1, f(—1)) = (—1, %), depois
decresce em [—1,+1] até o ponto de coordenadas (1, f(1)) = (1,—%), e depois cresce de

novo em [+1, 00):

+1,—
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Observe que em geral, o estudo da derivada ndo da informagdes sobre os zeros da funcio.

3 2 ,
No entanto, neste caso, os zeros de f podem ser calculados: 5 —x = x(5 —1) = 0. Isto é:
S ={—+/3,0,+/3}. Logo, o sinal de f (que nfio tem nada a ver com o sinal de f’) obtém-se

facilmente:

X —/3 0  +43
f(x) - 0 + 0 — 0 +

<
Exemplo 6.18. Considere as poténcias f(x) = xP, com p € Z (lembre os esbogos da Secao
2.2.1). Temos que (x?) =px?'sep >0, () =—qx 4 ' se p=—q <0.

e Se p> 0 é par, entdo p—1 é impar, e (x) <0 se x <0, (x?) > 0se x > 0. Logo, x?
é decrescente em (—00, 0], crescente em [0, 00). (Por exemplo: x2.)

e Se p > 0 é impar, entdo p — 1 é par, e (x?) > 0 para todo x. Logo, x” é crescente em
todo R. (Por exemplo: x3.)

e Sep=—q<0énpar entéo—q—lél'mpar,e(%)’>05ex<0, (%)’<Osex>0.
Logo, xiq é crescente em (—00,0), e decrescente em (0, o). (Por exemplo: #.)

e Se p =—q < 0 ¢é impar, entdo —q — 1 € par, e (%)’ < 0 para todo x # 0. Logo, % é

decrescente em (—00, 0), e decrescente também em (0, c0). (Por exemplo: % ou %.)

<

Exemplo 6.19. Considere a funcdo exponencial na base a > 0, a* (lembre os esbocos da
Secdo 3.1). Como (a*)’ = (Ina)a®, temos que

e sea>1,entdo Ina > 0, e (a*) > 0 para todo x. Logo, a* é sempre crescente.

e se0<a<1,entidolna <0, e (a*) <0 para todo x. Logo, a* é sempre decrescente.

1
xlna*

Por outro lado, a funcéo logaritmo na base a > 0, log, x, é tal que (log, x)" =
e Se a > 1, entdo log, x é crescente em (0, 00), e
e se 0 <a <1, entdo log, x é decrescente em (0, 00).

<

Exercicio 6.32. Estude a variagdo de f, usando a sua derivada, quando for possivel. Em
seguida, junto com outras informagoes (p.ex. zeros, sinal de f), monte o grdfico de f.

1. flx)=%-% 5. f(x)=senx 0. flx)=e%

2. f(x) =2x3-3x2-12x+1 6. f(x)=+vx2—1

3. F(x)=|x+1] 7. fx) =12 10 f) = In(x)
4. f(x)=|]x]—1] 8 flx)=2L 11. f(x)=tanx
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6.7 Velocidade, aceleracao, taxa de variacao

Sabemos que o sinal da derivada (quando ela existe) permite caracterizar o crescimento de
uma funcdo. Mais especificamente, a derivada deve ser entendida como taxa de variagdo. O
exemplo mais importante do significado da derivada como taxa de variacdo é em mecanica,
estudando o movimento de uma particula.

Considere uma particula que evolui na reta, durante um intervalo de tempo [t,, t,]. Supo-
nha que a sua posicdo no tempo t; seja x(t;), que no tempo t, a sua posicao seja x(t,), e
que para t € [ty,t,], a posicdo seja dada por uma funcio x(t).

o—
x(t) x(t) x(t)
A fungéo t — x(t), para t > 0, representa a trajetoria da particula.
x(t) x(ty)
t
ty Ly

Uma informacao util pode ser extraida da trajetéria, olhando somente para o deslocamento
entre o ponto inicial e o ponto final: definimos a velocidade média ao longo de [¢,, t,],

x(ty) —x(tq)
ty—t;

V=

A interpretacdo de v é a seguinte: se uma segunda particula sair de x(t;) no tempo t,, se
movendo a velocidade constante v, entdo ela chegara em x(t;) no tempo t,, junto com a
primeira particula. A trajetdria dessa segunda particula de velocidade constante v é repre-
sentada pela linha pontilhada do desenho acima.

Mas a primeira particula ndo anda necessariamente com uma velocidade constante. Pode-
mos entdo perguntar: como calcular a sua velocidade instantdnea num determinado instante
t; <t < t,? Para isso, é necessdrio olhar as posi¢des em dois instantes proximos. Se a par-
ticula se encontra na posi¢ao x(t) no tempo t, entdo logo depois, no instante t + At > t, ela
se encontrard na posicao x(t + At). Logo, a sua velocidade média no intervalo [t,t+ At] é
dada por (A1) - calcular a velocidade instantdnea significa calcular a velocidade média

At
em intervalos de tempo [t, t + At] infinitesimais:

W(t) = Alitf_r}o x(t+ AAtz—x(t) = (1),

isto é, a derivada de x(t) com respeito a t.

Vemos assim como a derivada aparece no estudo da cinemadtica: se x(t) (em metros) € a
posicdo da particula no tempo t (em segundos), entdo a sua velocidade instantanea neste
instante é v(t) = x’(t) metros/segundo.
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Observacao 6.6. Existe uma relacdo interessante entre velocidade instantanea e média.
Como consequéncia do Teorema de Rolle (e o seu Corolério 6.1), se x(t) for continua e
derivavel num intervalo [t,, t,], entdo deve existir um instante t, € (t,, t,) tal que

_ x(ty)—x(ty)
V=" = () = ().
t2 - tl
Isso implica que ao longo da sua trajetéria entre t, e t,, existe pelo menos um instante
t; <t, <t,em que avelocidade instantanea é igual a velocidade média. .

Exemplo 6.20. Considere uma particula cuja trajetdria é dada por
x(t)=voyt+x,, t=0 (6.18)

em que Xx, € v, sdo constantes. Como x(0) = x,, x, € a posi¢do inicial da particula. A
velocidade instantanea é dada por
/
X (t) = VO )

o que significa que a particula se move com uma velocidade constante v, ao longo da sua
trajetéria. Diz-se que aparticula segue um movimento retilineo uniforme.

x(t)

Observe que nesse caso, a velocidade média ao longo de um intervalo € igual a velocidade
instantanea: v = v,. o
E natural considerar também a taxa de variacdo instantdnea de velocidade, chamada acele-
racao:
a(t) = AI%TO v(t+ AAtZ v(t) = (1),
Por a(t) ser a derivada da derivada de x(t), é a derivada segunda de x com respeito a t,

denotada: a(t) = x”(t).

No exemplo anterior, em que uma particula se movia com velocidade constante v,, a ace-
leracdo € igual a zero:
7 _ " __ /I __
x"(t) = (vot +x0)" = (vy) =0.

Exemplo 6.21. Uma particula que sai da origem no tempo t = 0 com uma velocidade inicial
Vo > 0 e evolui sob o efeito de uma forca constante —F < 0O (tende a freiar a particula) tem
uma trajetdria dada por
F 2
x(t)=——t"+vt+x,, t=0,
2m

onde m € a massa da particula. Entdo a velocidade ndo € mais constante, e decresce com t:

v(£) = x'(¢) = —%t v
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A aceleracdo, por sua vez, é constante:

a0 =) =——.

Exercicio 6.33. Considere uma particula cuja trajetoria € dada por:
x(¢)

d;

ty to ts \—/ te
dy

Descreva qualitativamente a evolugcdo da particula em cada um dos intervalos [0, t,], [t5, t5],
etc., em termos de velocidade instantdnea e aceleragdo.

Exercicio 6.34. Considere uma particula se movendo ao longo da trajetoria x(t) = % —t
(medida em metros), t > 0. Calcule a velocidade instdntdnea nos instantes t, = 0, t; = 1,
t, =2, t; = 10. O que acontece com a velocidade instantdnea v(t) quando t — 00 ? Descreva
0 que seria visto por um observador imdvel posicionado em x = 0, olhando para a particula,
em particular nos instantes t, ..., ts;. Calcule a aceleragdo a(t).

Exercicio 6.35. O movimento oscilatdrio genérico é descrito por uma trajetdria do tipo
x(t) =Asen(wt),

em que A € a amplitude mdxima e w uma velocidade angular. Estude x(t), v(t) e a(t). Em
particular, estude os instantes em que v(t) e a(t) sdo nulos ou atingem os seus valores extremos,
e onde que a particula se encontra nesses instantes.

Na prética, a derivada deve sempre ser interpretada como taxa de variacdo. Considere
alguma quantidade N(t), por exemplo o nimero de individuos numa populacdo, que de-
pende de um parametro t > 0 que interpretaremos aqui como o tempo. A taxa de variagdo
instantdnea de N(t) é definida medindo de quanto que N(t) cresce entre dois instantes
consecutivos, arbitrariamente préximos:

N(t+ At)—N(t
Taxa de variacdo de N no instante t = lim ( ) (t)

— /
lim ~r =N'(t).

Exercicio 6.36. Calcula-se que, daqui a t meses, a populagdo de uma certa comunidade serd
de P(t) = t? + 20t + 8000 habitantes.

1. Qual € a taxa de variagdo da populagdo da comunidade hoje?
2. Qual serd a taxa de variagdo da populagdo desta comunidade daqui a 15 meses ?

3. Qual serd a variagdo real da populagdo durante o 16° més?
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6.7.1 Taxas relacionadas

Em varios problemas, uma quantidade X depende de uma quantidade Y: X = f(Y). Ora,
se Y por sua vez depende de um parametro por exemplo o tempo t, entdo X depende de t
também: X(t) = f(Y(t)). A taxa de variacdo de X com respeito a t pode ser obtida usando
a regra da cadeia:

X'(t)=f'(Y(£)Y'(¢).

Essa expressdo mostra como as taxas de variacdo de X(t) e Y (t), isto é X'(t) e Y')(t), sdo
relacionadas.

Exemplo 6.22. Considere um quadrado de comprimento linear L, medido em metros. Ou-
tras quantidades associadas ao quadrado podem ser expressas em func¢éo de L. Por exemplo,
o comprimento da sua diagonal, o seu perimetro (ambos em metros), e a sua drea (em me-
tros quadrados):

D=+v2L, P=4L, A=1L>.

Suponha agora que L depende do tempo: L = L(t) (t é medido em segundos). Entdo D, P
e A também dependem do tempo

D(t) = v2L(t), P(t)=4L(t), A(t)=L(t)?,

e como a taxa de variacdo de L(t) é L’(t) metros/segundo, as taxas de variacido de D, P e A
sdo obtidas derivando com respeito a t:

D'(t)=+v2L(t), P'(t)=4L'(¢t), A(t)=2L(t)L'(t).

(Para A'(t) usamos a regra da cadeia.) Suponhamos, por exemplo, que o quadrado se ex-
pande de modo tal que o seu lado cresca a razdo constante de 6 m/s, isto é: L'(t) = 6. Logo,

D'(t)=6vV2, P/(t)=24, A(t)=12L(t).

Isto é, a diagonal e o perimetro crescem com uma taxa constante, mas a taxa de variacdo
da drea depende do tamanho do quadrado: quanto maior o quadrado, maior a taxa A'(t).
Por exemplo, no instante t; em que L(t;) = 1, A(t;) = 12 m?/s, e no instante t, em que
L(t,) = 10, A'(t,) = 120 m?/s. o

Exercicio 6.37. Os lados de um cubo crescem a uma taxa de 0.5 metros por segundo. Determine
a taxa de variagdo do volume do cubo no instante em que os lados medem 1) 10 metro 2) 20
metros.

Exercicio 6.38. (Segunda prova, 27 de maio de 2011) Um baldo esférico se enche de ar a uma
taxa de 2 metros ctibicos por segundo. Calcule a taxa com a qual o raio do baldo cresce no
instante em que o seu volume atingiu 4?" metros ctibicos.

Exercicio 6.39. Uma vassoura de 2 metros estd apoiada numa parede. Seja I seu ponto de
contato com o chdo, S seu ponto de contato com a parede. A vassoura comega a escorregar, I
se afastando da parede a uma velocidade de 0.8 m/s. 1) Com qual velocidade S se aproxima
do chdo no instante em que I estd a 1 m da parede? 2) O que acontece com a velocidade de S
quando a distdncia de I a parede se aproxima de 2?
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Exercicio 6.40. Um laser em rotagdo (0.5 rad/s.) estd a 10 metros de uma parede reta. Seja
P a posi¢do da marca do laser na parede, A o ponto da parede mais perto do laser. Calcule a
velocidade do ponto P no instante em que P estd 1) em A2) a 10 metros de A, 3) a 100 metros
de A.

Exercicio 6.41. Um baldo cheio de hidrogénio € soltado, e sobe verticalmente a uma velocidade
de 5m/s. Um observador estd a 50m do ponto de onde o baldo foi largado. calcule a taxa de
variagdo do dngulo sob o qual o observador vé o baldo subir, no instante em que este se encontra
a 1) 30 metros de altura, 2) 1000 metros de altura.

Exercicio 6.42. A pressdo P de um gds ideal de temperatura fixa T contido num container
de volume V satisfaz a equagcdo PV = nkT, em que n e k sdo constantes (que dependem do
gds). Suponha que, mantendo T fixo, o gds tenha um volume inicial de V,, e que ele comece a
diminuir com uma taxa de 0.01 m?/s. Calcule a taxa de variacdo da pressdo no instante em
que o volume vale V;, < V.

6.8 Linearizacao

A derivada fornece um jeito eficiente de aproximar fungoes. De fato, ao olhar localmente o
grafico de uma funcio f derivavel em torno de um ponto P = (a, f (a)), vemos que este é
quase indistinguivel da sua reta tangente:

Tornemos essa observagdo mais quantitativa. A reta tangente tem inclinacdo dada pela
derivada de f em a:
) x)—f(a
f/(a):hmf( ) f()'
x—a X —a

A existéncia do limite acima significa que quando x fica suficientemente perto de a, en-

tdo o quociente % pode ser aproximado pelo nimero f’(a), o que pode ser escrito
informalmente
FE=F@ ey,
xX—a
Rerranjando obtemos
f(x)~f(a)+f'(a)(x—a). (6.19)

reta tangente em P

Em funcdo da varidvel x, o lado direito dessa expressdo representa a reta tangente ao
grafico de f no ponto (a, f(a)). Assim, (6.19) da uma aproximacdo de f(x) para x numa
vizinhanca de a; areta y = f(a) + f'(a)(x —a) é chamada linearizacio de f em torno a.
Exemplo 6.23. J4 vimos que a linearizacio de f(x) = x? em torno de x = —1 é dada por
flx)~—2x—1. o
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Exemplo 6.24. Para seno e cosseno, temos (lembre do Exercicio 6.14):

e Em tornode a =0: senx ~ x, cosx ~ 1.

e Em tornode a = 7: senx =~ 1, cosx ~ —(x — 7).

e Em torno de a = 7: senx ~ —(x — 1), cosx ~ —1.

Exercicio 6.43. Calcule a linearizagdo de f em torno de a.

2

1 f(x):ex:a:())_l' 4. f(X):e_XT,CIZO.
2. f(x)=In(1+x),a=0. 5. f(x)=senx,a=0,7,m.
3. f(x)=H,a=0. 6. f(x)=+v1+x,a=0.

Linearizacdo é usada em muitas situagOes praticas, com o intuito de simplificar a comple-
xidade de uma fungéo perto de um ponto. Ela pode também ser usada como um simples
método de célculo, como no seguinte exemplo.

Exemplo 6.25. Como calcular +/9.12, sem calculadora? Observe que +/9 = 3, entfio o nu-

mero procurado deve ser perto de 3. Se f(x) = v/x, temos f(9) = 3, e queremos f(9.12).

Como 9.12 é préximo de 9, facamos uma linearizacdo de f em o de 9: como f'(x) = ﬁ,

temos para x >~ 9:

F) = f(9)+f'(9)(x—9)=3+5(x—9).
Logo, f(9.12) ~ 3.02. Esse numero é uma aproximacédo boa do verdadeiro valor, que pode
ser obtido com uma calculadora: +/9.12 = 3.019933... o

Exercicio 6.44. Dé um valor aproximado de +/3.99, In(1.0123), +/101.

Observacao 6.7. Em Cdlculo II serdo estudadas aproximacoes de uma fun¢do f em torno
de um ponto a, que vao além da aproximacdo linear. Por exemplo, uma aproximacao de f
de ordem dois é da forma:

FO) > f(a)+ f(@)x —a)+ 3f"(@)(x —a),

onde f”(a) é a segunda derivada de f em a. )

6.9 Derivacao implicita
A maioria das funcdes encontradas até agora eram dadas explicitamente, o que significa que
os seus valores f (x) eram calculdveis facilmente. Por exemplo, se

fl)=x*~x,

entdo f (x) pode ser calculado para qualquer valorde x: f(0) =0?—0=0, f(2) =22—2 =2,
etc. Além disso, f(x) pode ser derivada aplicando simplesmente as regras de derivacao:

i) =(x?=x) =(x?) —(x) =2x—1.

Mas as vezes, uma funcdo pode ser definida de maneira implicita. Vejamos exemplos.
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Exemplo 6.26. Fixe um x e considere o numero y solucdo da seguinte equacao:
x=y>+1. (6.20)

Por exemplo, se x =1, entdo y = 0. Se x =9 entdo y = 2. A cada x escolhido corresponde
um unico y que satisfaga a relagdo acima. Os pares (x, y) definem uma curva y no plano.
Essa curva € definida pela relacdo (6.20).

Quando x varia, o y correspondente varia também, logo y é fun¢do de x: y = f(x). Na
verdade, f pode ser obtida isolando y em (6.20):

y=vx—1, (6.21)

o que significa que f(x) = v/x —1. A relacdo (6.21) da a relacdo explicita entre x e Yy,
enquanto em (6.20) a relacdo era sé implicita. Com a relacdo explicita em mao, pode-se
estudar mais propriedades da curva y, usando por exemplo a derivada de f. o

Exemplo 6.27. Considere agora a seguinte relacdo implicita
seny=y+x. (6.22)

Nao o faremos aqui, mas pode ser provado que a cada x € R corresponde um tinico y = f(x)
que resolve a ultima equacdo. Ora, apesar disso permitir definir a funcdo f implicitamente,
os seus valores sdo dificeis de se calcular explicitamente. Por exemplo, é facil ver que
f(0) =0, f(£m) = Fm, etc., mas outros valores, como f(1) ou f(7) ndo podem ser es-
critos de maneira elementar. A dificuldade de conhecer os valores exatos de f (x) é devida
ao problema de isolar y em (6.22). S

Se os valores de uma funcdo ja sdo complicados de se calcular, parece mais dificil ainda
estudar a sua derivada. No entanto, veremos agora que em certos casos, informagoes uteis
podem ser extraidas sobre a derivada de uma funcdo, mesmo esta sendo definida de maneira
implicita.

Exemplo 6.28. Considere o circulo y de raio 5 centrado na origem. Suponha, como no
Exercicio 6.5, que se queira calcular a inclinagdo da reta tangente a y no ponto P = (3,—4).
Na sua forma implicita, a equacgéo de y é dada por

x*+y*=25.

Para calcular a inclinacdo da reta tangente, € preciso ter uma funcdo que represente o circulo
na vizinhanca de P, e em seguida calcular a sua derivada neste ponto. Neste caso, ao invés
de (6.22), é possivel isolar y na equagao do circulo. Lembrando que P = (3,—4) pertence
a metade inferior do circulo, obtemos y = f(x) = —+/25 — x2. Logo, como a funcéo é dada
explicitamente, ela pode ser derivada, e a inclinacdo procurada é dada por

X

ffR=—7——| =1
V25 —xZlx=3 *
Essa inclinacdo foi obtida explicitamente, pois foi calculada a partir de uma expressao expli-

cita para f.
Vamos apresentar agora um jeito de fazer que ndo passa pela determinagdo precisa da fun¢do
f. De fato, suponha que a funcdo que descreve o circulo na vizinhanca de P seja bem
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6.9. Derivacdo implicita CAPITULO 6. DERIVADA

definida: y = y(x) (ou y = f(x)). Ja que o grafico de f passa por P, temos y(3) = —4.
Mas também, como a fungéo y(x) representa o circulo numa vizinhanca de 3, ela satisfaz

x*+ y(x)*=25.

(Estamos assumindo que a ultima expressdo define y(x), mas ndo a calculamos explici-
amente.) Derivamos ambos lados dessa expressdo com respeito a x: como (x2) = 2x,
(y(x)?) =2y(x)y’(x) (regra da cadeia) e (25) = 0, obtemos

2x +2y(x)y’'(x)=0. (6.23)
Isolando y’(x) obtemos
X
y'(x)=———. (6.24)
y(x)

Assim, ndo conhecemos y(x) explicitamente, somente implicitamente, mas ja temos uma
informacdo a respeito da sua derivada. Como o nosso objetivo é calcular a inclinacdo da
reta tangente em P, precisamos calcular y’(3). Como y(3) = —4, a férmula (6.24) da:

x 3 3

/3 e — = —=

¥ y(x)lx=3 —4 4
<

Em (6.23) derivamos implicitamente com respeito a x. Isto é, calculamos formalmente a
derivada de y(x) supondo que ela existe. Vejamos um outro exemplo.

Exemplo 6.29. Considere a curva y do plano definida pelo conjunto dos pontos (x, y) que
satisfazem a condi¢édo
X +y}=4. (6.25)

Observe que o ponto P = (1, v/3) pertence a essa curva. Qual é a equaciio da reta tangente

a curva em P?
Y
\ ,

1

Supondo que a curva pode ser descrita por uma func¢éo y(x) na vizinanca de P e derivando
(6.25) com respeito a x,

2

L X
3x*+3y%y'=0, istoé, y' =-=.
y
2
Logo, a inclinacdo da reta tangente em P vale —(%)2 = —3%@, easuaequagdoéy = —%ﬁx +
V3+ 3%/5. 3

Lembre que quando calculamos (f ~1)'(x), na Secéo 6.4.3, derivamos ambos lados da ex-
pressdo f (f 1(x)) = x, que contém implicitamente a funcdo f *(x). Nesta secfio voltaremos
a usar esse método.
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Exercicio 6.45. Calcule y’ quando y € definido implicitamente pela equagdo dada.

3

1. y =sen(3x +y) 4. §I§2=x+2
2. y=x*y3+x3y? 5. xsenx+ycosy =0
3. x =4/x2+ y2 6. xcosy =sen(x+y)

Exercicio 6.46. Calcule a equagdo da reta tangente a curva no ponto dado.

1. x>+ (y—x)*=9, P=(1,3). 3. Jxycos(mxy)+1=0, P =(1,1).
2. x>’y +y*=4+2x, P=(-1,1).

6.10 Convexidade, concavidade

Vimos na Secdo 6.7 que a segunda derivada de uma funcdo aparece naturalmente ao es-
tudar a aceleracdo (taxa de variacdo instantidnea da velocidade) de uma particula. Nesta
secdo veremos qual é a interpretagdo geométrica da segunda derivada. Comecemos com uma
definicao.

Definicdo 6.2. Seja I C R um intervalo, f : I — R uma fungdo.

1. f é convexa em I se paratodo x,y €I, x <Y,

x + (x)+f(y)
FEEYy SHTG) (6.26)
2 2
2. f éconcavaem I se —f € convexa em I, isto €, se para todo x,y €I, x <y,
x + ()+f()
{ERRA AR ACAT (6.27)
2 2
Observacao 6.8. Observe que f é concava se e somente se —f é convexa. o

Estudar a convexidade 2> de uma funcéo f serd entendido como determinar os intervalos

em que f € convexa/céncava.
~ ‘ . . + 24y2
Exemplo 6.30. A funcio f(x) = x> é convexa em R, isto é: (5*)* < 5. De fato,
+ 242xy+y? . . :
desenvolvendo o quadrado (5%)* = ===, assim a desigualdade pode ser reescrita

x2—2xy+y? / . (x—y)? . , . . .,
0 < —=——, que ¢é equivalente a 0 < =—~~. Mas essa desigualdade ¢ sempre satisfeita, ja

que (x — y)? > 0 para qualquer par x, y. o
Exercicio 6.47. Usando as defini¢bes acima, mostre que
1. g(x) = +/x é cobncava em R,

2. h(x) =  é convexa em R,, cdncava em R_.

2A terminologia a respeito da convexidade pode variar, dependendo dos livros. As vezes, uma funcio
concava é chamada de “convexa para baixo”, e uma fungéo convexa é chamada de “cOncava para cima”...
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Geometricamente, (6.26) pode ser interpretado da seguinte maneira: f é convexa se o gra-
fico de f entre dois pontos quaisquer A = (x, f(x)), B = (y, f(y)), fica abaixo do segmento
AB:

Por exemplo,

Figura 6.1: Exemplos de funcdes convexas.

Por outro lado, f é cOncava se o grafico de f entre dois pontos quaisquer A e B fica acima
do segmento AB. Por exemplo,

b“\m / TN

Figura 6.2: Exemplos de fun¢des concavas.

Facamos agora uma observacao importante a respeito do comportamento da derivada em
relacdo a convexidade. Primeiro, vemos na Figura 6.1 que para qualquer uma das fungoes,
se x < y sdo dois pontos que pertencem a um intervalo em que a derivada existe, entao
f'(x) £ f'(y). Isto é, a derivada de cada uma das fungées convexas da Figura 6.1 € crescente.
Do mesmo jeito, vemos que a derivada de cada uma das fung¢des concavas da Figura 6.2 é
decrescente. Como a variacdo de f’ é determinada a partir do estudo do sinal da derivada
de f’ (quando ela existe), isto é, (f’)’, vemos que a concavidade/convexidade de f pode
ser obtida a partir do estudo do sinal da segunda derivada de f, f”:=(f')":

Teorema 6.3. Seja f tal que f'(x) e f”(x) ambas existam em todo ponto x € I (I um inter-
valo).

1. Se f”(x) =0 para todo x €I, entdo f €é convexa em I.

2. Se f”(x) <0 para todo x € I, entdo f é cobncava em 1I.
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CAPITULO 6. DERIVADA 6.10. Convexidade, concavidade

Demonstragdo. Provemos a primeira afirmacéo (pela Observacdo 6.8, a segunda segue por
uma simples mudanca de sinal). Para mostrar que f é convexa, é preciso mostrar que

fe)+£(y)
5 ;

fz) < (6.28)

~ . . + 7 7 1s
em que x < y sdo dois pontos quaisquer de I, e z:==* ¢ o ponto médio entre x e y.

o«

x Z y

Aplicaremos trés vezes o Teorema do valor intermediario para a derivada (Coroldrio 6.1):
1) Para f no intervalo [x,z]: existe ¢; € [x,z] tal que

fE)—f)=f'(c)z—x).

2) Para f no intervalo [z, y]: existe ¢, € [z, y] tal que

f)=F@) =f(e)y —2) = f(cx)(z —x).

Subtraindo as duas expressdes acima, obtemos 2f (2)—(f (x)+f (¥)) = —(f"(c,)—f'(¢c;))(z—
x). 3) Para f’ no intervalo [c;,c,]: existe a € [¢;,¢c,] tal que

fle)=f(c)) = f"(a)(cg—cy).

Como f”(a) = 0 por hipétese, temos f'(c,) — f'(c;) = 0, o que implica 2f (z) — (f (x) +
f(¥)) <0, e prova (6.28). a

Exemplo 6.31. Considere f(x) = x2. Como f’(x) = (x2) = 2x, e como f”(x) = (2x) =
2 > 0 para todo x, o Teorema 6.3 garante que f € convexa em R, como ja tinha sido provado
no Exemplo 6.30.

Por outro lado, se g(x) = x3, entdo g”(x) = 6x:

b 0
g"(x) - 0 +
0

Conv. —

Logo, (confere no gréfico visto no Capitulo 2) x> é concava em ] — 00,0], convexa em
[0,00). O ponto x = 0, em que a funcdo passa de concava para convexa, ¢ chamado de

ponto de inflexao. o
Exemplo 6.32. Considere f(x) = Inx para x > 0. Como f'(x) = %, f"(x) = —)%, temos
f”(x) < 0 para todo x. Isto é, Inx € uma func¢do céncava, como ja foi observado na Figura
(6.2). o

127

Cdlculo 1, Versdo 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestdes, criticas e corre¢des: sacha@mat.ufmg.br



6.11. A Regra de Bernoulli-I'Hopital CAPITULO 6. DERIVADA

Exercicio 6.48. Estude a convexidade das fungbes a seguir. Quando for possivel, monte o
grdfico.

N

3 X
L 3—x 4 5 7. xe™> 10. e 7
2. —x®+5x%—6x 5. xe* 8. |x|—x 11, =
X249 1
3. 3x*—10x3—12x2+10x 6 =5 9. arctanx 12. x+

6.11 A Regra de Bernoulli-I’'Ho6pital

Vejamos agora como a derivada fornece uma ferramenta til para calcular alguns limites de

formas indeterminados do tipo “27, “£227 «1°%°” tais como
0’ Zoo >
. oef—1—x . tanx —x . X+ 1y\x
lim——, lim——, hm( ) )
x—0 x2 x—0 x3 x—ooo\yxy —1

Os métodos apresentados até agora ndo permitem calcular esses limites. Nesta se¢éo vere-
mos como derivadas sdo uteis para estudar limites da forma lim,._,, %, quando lim,_,, g(x) =
0, lim,_,, h(x) = 0, ou quando lim,_,, g(x) = £o00, lim,_,, h(x) = £00. A idéia principal é
que limites indeterminados da forma g (ou i%) podem, em geral, ser estudados via uma raz@o
de duas derivadas. Os métodos que aproveitam dessa idéia, descritos abaixo, costumam ser
chamados de Regra de Bernoulli-’Hépital ® (denotado por B.-H. abaixo). Comecemos com

um exemplo elementar.
Exemplo 6.33. Considere o limite

.oef—1
lim .
x—0 senx

J4 que lim,_,,e*—1=¢°—1=0elim,_,senx = sen0 = 0, esse limite ¢ indeterminado da
forma %. Mas observe que, dividindo o numerador e o denomindor por x,

eX—1 eX—e0
X . x
senx lim senx—sen0 °
—_— x—0 =227
X b

Dessa forma, aparecem dois quocientes bem comportados quando x — 0. O numerador,
x— 0 Y . ~ . 7 . — \
—, tende a derivada da funcdo e* em x = 0, isto é, 1. O denominador, senx—sen0 tande 3
derivada da fun¢do senx em x = 0, isto é: 1, diferente de zero. Logo,

e

. x_ 0
ef—1 lim, o=~ _ ()]0 =_=
senx—send = (senx)|y— 1

lim = —
x=0 senx  lim,_,,

A idéia do exemplo anterior pode ser generalizada:

3Johann Bernoulli, Basileia (Suica) 1667-1748. Guillaume Francois Antoine, marquis de ’Hépital (1661 -
1704).
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Teorema 6.4 (Regra de Bernoulli-I'Hopital, Primeira versao). Sejam f, g duas fungdes deri-
vdveis no ponto a, que se anulam em a, f(a) = g(a) =0, e tais que £l

g'(@
£ _ f@

existe. Entdo

im = . (6.29)
x—ag(x)  g'(a)
Demonstracdo. Como antes,
f)—f(a) /
f( ) ~ lim fO)—fla) .. —=  f'(a)
im —————= =lim @ = o
M0 T Mm@ AR = g(a
[
Exercicio 6.49. Calcule os limites:
. log(1+s) . cost+1 . 1—cos(a) . senx
lim——, lim—, S —— .
s—0 e —1 ton T —t a—0sen(a+5)  x—0x2+3x

f'@

O resultado acima pode ser generalizado a situacoes em que @

e g nem sdo definidas em a:

ndo existe, ou em que f

Teorema 6.5 (Regra de Bernoulli-'Ho6pital, Segunda versao).

1. Limites x — a*: Sejam f, g duas funcées derivdveis em (a,b), com g(x) # O,
g’(x) # 0 para todo x € (a,b). Suponha que f e g sdo tais que lim,_, . f(x) = a e
lim,_,,+ g(x) ==%a, com a € {0,00}. Se lim,_,,+ % existir, ou se for 00, entdo

/
i 100 _ iy £
xoat g(x)  x—at g/(x)

(6.30)

(Uma afirmagdo equivalente pode ser formulada para x — b™.)

2. Limites x — o0: Sejam f, g duas fungdes derivdveis em todo x suficientemente grande,
e tais que lim,_, o, f(x) = £a, lim,_,, g(x) = £a, com a € {0,00}. Se lim, _, ., %
existir ou se for £00, entdo

lim fx) = lim fx)
oo g(x) | xome g/(x)

(6.31)

(Uma afirmagdo equivalente pode ser formulada para limites x — —09Q.)

Demonstragdo. Provemos somente o primeiro item. Fixe z € (a, b). Podemos definir f (a):=0,
g(a):=0, de modo tal que a funcio F(x):=(f(z2)—f(a))g(x)—(g(z)—g(a))f (x) seja conti-
nua em [a,z] e derivavel em (a,z). Como F(z) = F(a), o Teorema de Rolle 6.2 garante
a existéncia de um ¢, € (a,2) tal que F'(c,) = 0, isto é, (f(z) — f(a))g’(c,) — (g(z) —
g(a))f'(c,) =0, que pode ser escrito

f)—fla) _ f'lc)
giz)—gla) g'(c)’
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Observe que se z — a”, entdo ¢, — a*. Logo, com a mudanca de varidvel y:=c,,

o f@ L f@f@ L f) L F)

imat g(z)  soat g(z)—gla)  s—at g'c,)  y—at g/(y)’

0 que prova a afirmacgao. O

. . 2— 7 . . .
Exemplo 6.34. Considere lim,_,, ’;—_11 No Capitulo 4, calculamos esse limite da seguinte
maneira:

x2=1 . (x=1D(x+1)
mX T AT L)

lim ——=1i zlin}(x+1)=2.

=1 x—1 x-1 x—1
Vejamos agora como esse mesmo limite pode ser calculado também usando a Regra de
Bernoulli-'Hopital. Como o limite é da forma lim, _,, %, comf(x)=x>—1eg(x)=x—1
ambas derivaveis em (1, 2), que g e g’ ndo se anulam nesse intervalo, e como lim,._,+ J;Ejg =
lim, _,;+ ZTX = 2, o Teorema 6.5 implica lim,_,;+ % = 2. Do mesmo jeito, lim, _,;- ’;2__11 =2,
o que implica lim,_,; ’;2%11 =2. o

Observacao 6.9. A Regra de Bernoulli-'Hopital (que serd as vezes abreviada "regra de B.H.")
fornece uma ferramenta poderosa para calcular alguns limites, mas é importante sempre
verificar se as hipoteses do teorema sdo satisfeitas, e ndo querer a usar para calcular qualquer
limite! Também, ela pode as vezes se aplicar mas ndo ser de nenhuma utilidade (ver o
Exercicio 6.50). °

As vezes, é preciso usar a regra de B.H. mais de uma vez para calcular um limite:

Exemplo 6.35. Considere o limite lim,_,, =53**, j4 encontrado no Exercicio 4.19. Como

1—cosx e x> ambas tendem a zero e sio derivdveis na vizinhanca de zero, as hipéteses do
Teorema (6.5) sdo satisfeitas:

. 1—cosx . (1—cosx) . senx
lim ——— = lim —— = )

x—0t X x—0t (xz)/ o x—07t 2X

sen x

= 1. Mesmo assim, sendo também da forma g, esse limite pode

senx — limx_,0+ CO]SX — 1-

= % Como a funcéo é par, o limite lateral x — 0~ € igual ao limite

l—cosx __ 1 >
x2 T2

Vejamos agora um exemplo de limite x — oo:

Inx
X

Ja sabemos que lim, _,,
ser calculado aplicando a regra de B.-H. uma segunda vez: lim,_,.
. 1—
Logo, lim, o+ —5=
+ .
lateral x — 07, logo lim,._,,,

Exemplo 6.36. Considere lim,._, ., == (ja calculado na Secdo 4.8, usando a férmula do biné-

mio de Newton). Observe que me = % é um quociente de duas fungdes derivaveis para
todo x > 0, e que lim,_,, f(x) = oo, lim,_, ., g(x) = oco. Além disso, lim,_, ., % =
lim,_, UTX =0, o que implica, pelo segundo item do Teorema 6.5,
. Inx
lim — =0. (6.32)
X—00 X
<

Vejamos em seguida um exemplo em que é necessdrio tomar um limite lateral:
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Exemplo 6.37. Considere lim,_,,+ x Inx. Aqui, consideremos f(x) =Inx e g(x) = %, am-
bas derivaveis no intervalo (0, 1). Além disso, g(x) # 0 e g'(x) # 0 para todo x € (0,1). O

limite pode ser escrito na forma de um quociente, escrevendo x Inx = 11% Logo,
) . Inx _ 1/x )
lim xInx = lim — = lim ——— =—1lim x =0,
x—0*t x—0*t 1/X x—0t —1/x2 x—0*t

onde B.H. foi usada na segunda igualdade.
Um outro jeito de calcular o limite acima € de fazer uma mudanca de variavel: se y:=1/x,
entdo x — 0" implica y — +00. Logo,

) . .1
lim xInx = lim 1lni =— lim 2,
x—0t y—)oo Y Y y—>c>0 Yy

e ja vimos no ultimo exemplo que esse limite vale 0. o

Exercicio 6.50. Calcule os limites abaixo. Se quiser usar a Regra de Bernoulli-U'Hopital, veri-
fique primeiro que as hipdteses sejam satisfeitas.

i 2 2 tanx—x . x100_,.99
I, hmx—>0+ 3 10. 11rnx—»O x3 19 th—>00 20x—3x100
: x2—x—2 . In(1+sen x) . In(1+x)—In(1—x)
2. hmx_>2 3x2—5x—2 11. llmx_>0 B — 20. hmx_,o B —
2
X 2 949 . Xsenx . sen? x
3. hmx_>1+ ﬁ 12. th—>0 1+cos(x—m) 21. th—>0 1—x2
_ 2 : JE 22. lim, o, *52
4. lim,_,, 20 13. lim, o 22 e
. : x?—sen?x
5 Lim In £ 14. lim,_,: x(Inx)? 23. lim, o+ “7ory
: x—0 senx
2 on 1
3 (Inx)> . Xx<sen <
6. limx_>0 1+setnx—cosx 15. llIl'lx_,(><J v 24. llmx_,0+ = x
an x
. tanx__,x
. — 16. lim = 25. lim, ,, &%
7 lim X—senx . X—00 o X0 %
: x—0 1—cosx
Inx g 1 1
e e 26. limy0:(2 — 21)
8. hmx—>0+ xxs?r?; 17. llmx_,0+ - x—0t\x — o1
q senx—x . X+1 . arctan(%)—%
9. lim,_,, =5~ 18. lim, o 2= 27. lim, o ——=

Varios outros tipos de limites, por exemplo indeterminagdes “1°°”

usando o Teorema 6.5. Aqui usaremos exponenciagdo.

, podem ser calculados

Exemplo 6.38. Para calcular lim,_, ., ()", que é da forma c“1°°”, comecemos exponenci-

ando v X
(x—a) =exp(xlnx_a).

Como x — e* é continua, lim,_,.,(=)* = exp(lim,_,, xIn =) (lembre da Secédo 5.2).
Ora, o limite lim, _, , x In %= pode ser escrito na forma de um quociente:

1

: . x—a . x—a . axz

lim x1n = lim = lim ——— = lim =

X—00 xXx—a x—oo 1 X— 00 _LZ X—00 x(x—a)
X

a.
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6.11. A Regra de Bernoulli-I'Hopital CAPITULO 6. DERIVADA

A segunda igualdade ¢é justificada pela regra de B.-H. (as funcoes sdo derivdveis em todo x
suficientemente grande), a tiltima por uma conta facil de limite, colocando x? em evidéncia.
Portanto,

X
. _ . o
xlirgo(x_a) —exp(xlirgoxlnx_a) =e“.
<&
Exemplo 6.39. Considere lim,_,,(cos x)"/ = exp(lim, _,, ln(i%x)). Como In(cosx) e x? sdo
ambas derivdveis na vizinhanca de zero, e como
. (n(cosx)) .. —tanx ... senx 1 1
lim ——— =1lim =—;5lim =—1,
x—0  (x2) x—>0  2x x>0 X COSX
temos ) ;
lim(cosx)* =72 = —.
x—>0( ) ﬁ
o
Exercicio 6.51. Calcule:
il 1 , . 1
1. lim, 0 (V1 +x)x 5. lim,_ o (e + x?)x 9. lim,_,c, (5 —arctan x)Inx
. . , 1
2. llmx—>0+ X 6. hmx_)oo(lnx)x 10. limx_)0+ s
1 : 1
3. lim,_,(1 + sen(2x))x 7. lim, o+ (1 4 x)™
1
4. lim ( senx : - . (1+X);—€
; <olsenx) 8. lim,_,,(xex —x) 11. lim, 5 ———

Exercicio 6.52. (Segunda prova, 27 de maio de 2011) Calcule os limites

lim (z + 9)2 lim x™*e™ lim ﬁ
zooolz—9/ 7 xooo " x=00 /x—1000
132
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Capitulo 7

Extremos e problemas de otimizacao

Neste capitulo resolveremos vdarios problemas concretos de otimiza¢do. Basicamente, se
tratard de definir uma funcio associada a uma situagéo concreta, e de encontrar os maiores
e menores valores tomados por ela. Primeiro, definiremos o que significa “maior/menor
valor”, no sentido global e local. Em seguida veremos como a derivada aparece na procura
desses valores. Nos problemas de otimizacao estudados depois, mostraremos como a Lei de
Snell, bem conhecida em ética, pode ser obtida a partir de um problema de otimizacdo.

7.1 Extremos globais

Definicdo 7.1. Considere uma fungdo f : D — R.

1. Um ponto x, € D é chamado de mdximo global de f se f(x) < f(x,) para todo x € D.
Diremos entdo que f atinge o seu valor mdximo em x,.

2. Um ponto x, € D é chamado de minimo global de f se f(x) > f(x,) para todo x € D.
Diremos entdo que f atinge o seu valor minimo em x,.

Um problema de otimizacdo consiste em achar um extremo (isto é, um minimo ou um
méaximo) global de uma func¢éo dada.

Exemplo 7.1. A funcéo f(x) = x?, em D = [—1,2], atinge o seu minimo global em x =0 e
o seu maximo global em x = 2. Observe que ao considerar a mesma funcéo f (x) = x* com
um dominio diferente, os extremos globais mudam. Por exemplo, com D = [%, %], f atinge

3

o seu minimo global em x = %, e o0 seu mdximo global em x = 3.

max.
D=[-1,2] D=[33]
méx.
\\
N
\\ min.
-1 min. 2 1 3
2 2
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Exemplo 7.2. Considere f(x) = ’;—S—x em [—+/3, v/3]. Pelo grafico do Exercicio 6.32, vemos
que f atinge o seu maximo global em x = —1 e o seu minimo global em x = +1. o

Uma funcdo pode ndo possuir minimos e/ou maximos, por varias razoes.
2

Exemplo 7.3. f(x) = e_x? (lembre do Exercicio 6.32) em R possui um maximo global em
x =0:

Mas f ndo possui ponto de minimo global. De fato, a fun¢éo é sempre positiva e tende a zero
quando x — £00. Logo, escolhendo pontos x sempre mais longe da origem, consegue-se
alcancar valores sempre menores, ndo nulos: ndo pode existir um ponto x, em que a fun¢édo
toma um valor menor ou igual a todos os outros pontos. o

Exemplo 7.4. A funcfio f(x) = £~ em D = [0, 1) possui um minimo global em x = 0:

Mas, como x = 1 é assintota vertical, f ndo possui maximo global: ao se aproximar de 1
pela esquerda, a fun¢do toma valores arbitrariamente grandes. o

Exemplo 7.5. Uma func¢éo pode também ser limitada e ndo possuir extremos globais:

X se0<x<1,

f(x):=10 sex=1,
x—2 sel<x<2. /

<

Os trés ultimos exemplos mostram que a ndo-existéncia de extremos globais para uma
funcdo definida num intervalo pode ser oriundo 1) do intervalo ndo ser limitado (como no
Exemplo 7.3) ou néo fechado (como no Exemplo 7.4), 2) da funcdo néo ser continua (como
no Exemplo 7.5). O seguinte resultado garante que se a funcdo é continua e o intervalo
fechado, entdo sempre existem extremos globais.

Teorema 7.1. Sejam a < b, e f uma fungdo continua em [a, b]. Entdo f possui (pelo menos)
um minimo e (pelo menos) um mdximo global em [a, b].
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7.2. Extremos locais

Exercicio 7.1. Para cada fungdo f : D — R a seguir, verifique se as hipdteses do Teorema 7.1
sdo satisfeitas. Em seguida, procure os pontos de minimo/mdximo global (se tiver).

I. f(x)=3,D=R.
f(x)=Inx, D=[1,00)
f(x)=e"emR,
f(x)=Ix—2|, D=(0,4)
f(x)=Ix—2[, D=[0,4]

@ v K~ WD

fe)=1x* =1 +|x|-1, D=[-3,3

7. f(x)=%—x, D=[-2,2]

7.2 Extremos locais

Definicdo 7.2. Considere uma fungdo real f.

8 f(x)=%—x,D=[-1,1]

[x se x €[0,2),
9. f(x)= {(x_g)z se x €[2,4].

B x SexE[O,Z),
10. f(x)—{(x_3)2+1 se x €[2,4].

11. f(x)=x§ em R

12. f(x)=senx em R

1. Um ponto x, € D é chamado de mdximo local de f se existir um intervalo aberto I > x,

tal que f(x) < f(x,) para todo x € 1.

2. Um ponto x, € D é chamado de minimo local de f se existir um intervalo aberto I > x,

tal que f(x) = f(x,) para todo x € 1.

global

Figura 7.1: Uma funcdo com um méximo global em x; e um mdaximo local em Xx,.

Observe que um ponto de méaximo (resp. minimo) global, quando pertencente ao interior
do dominio, é local ao mesmo tempo. Vejamos agora como que extremos locais podem ser

encontrados usando derivada.

Teorema 7.2. Seja f uma fun¢do com um mdximo (resp. minimo) localem x,. Se f € derivdvel

em x, entdo f'(x,)=0.

Demonstragdo. Seja x, um maximo local (se for minimo local, a prova € parecida). Isto é,
f(x) < f(x,) para todo x suficientemente perto de x,. Como f’(x,) existe por hipdtese,

podemos escrever f'(x,) = lim,_,

FO)=f(x)
X—X,

. Mas aqui x —x, > 0, e como x, é maximo

local, f(x)— f(x,) < 0. Portanto, f'(x,) < 0. Por outro lado, podemos escrever f'(x,) =
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lim, - % Aqui, x—x, <0, e f(x)—f(x,) <0,logo f'(x,) = 0. Consequentemente,

f'(x,)=0. O

O resultado acima permite achar candidatos a pontos de minimo/maximo local. Vejamos
alguns exemplos.

Exemplo 7.6. Considere f(x) = 1 — x?, que é obviamente derivével. Logo, sabemos pelo
Teorema 7.2 que qualquer extremo local deve anular a derivada. Como f'(x) = —2x, e
como f’(x) = 0 se e somente se x = 0, o ponto x = 0 é candidato a ser um extremo local.
Para determinar se de fato é, estudemos o sinal de f’(x), e observemos que f’(x) > 0 se
x <0, f'(x) <0sex >0. Logo, f cresce antes de 0, decresce depois: x = 0 é um ponto
de mdaximo local:

b 0
f’(x) + 0 _ max.

Var. f / max. — ‘,LA\H

Observe que podia também calcular f”(x) = —2, que é sempre < 0, o que implica que f é
concava, logo x = 0 s6 pode ser um maximo local. A posicdo do maximo local no gréfico de
f€(0,f(0))=(0,1). o
Observacao 7.1. No exemplo anterior, localizamos um ponto onde a primeira derivada é
nula, e em seguida usamos o teste da segunda derivada: estudamos o sinal da segunda
derivada neste mesmo ponto para determinar se ele ¢ um minimo ou um méaximo local. e

Exemplo 7.7. Considere f(x) = x3, derivdvel também. Como f’(x) = 3x2, x = 0 é candi-
dato a ser ponto de minimo ou méximo local. Ora, vemos que f’(x) = 0 para todo x, logo
f’ ndo muda de sinal em x = 0. Portanto esse ponto ndo é nem minimo, nem maximo. ¢

Exemplo 7.8. A fungéo f (x) = |x| possui um minimo local (que também é global) em x = 0.
Observe que esse fato ndo segue do Teorema 7.2, ja que f néo é derivavel em zero. o
Exemplo 7.9. Considere f(x) = %4—)(2—2, que é derivavel em todo x. Como f'(x) = x>—x =
x(x? —1), as solucdes de f'(x) = 0 sdo x = —1, x = 0, x = +1. A tabela de variacio
jé& foi montada no Exercicio 6.32. Logo, x = —1 e x = +1 sdo pontos de minimo local
(posigoes: (—1,f(—1)) = (—1,—%) e (+1,f(+1)) = (+1,—%)), e x = 0 é maximo local

(posigao: (0,0)). o

Exercicio 7.2. Para cada fun¢do abaixo (todas sdo derivdveis), determine os extremos locais
(se tiver).

1. 2x%+3x>—12x +5 4. > 7
2. 2x3+x 5 % 8 x*, x>0
4 3 _ 2
& Srris 6. xe ™ 9. x(Inx)* x>0

Exercicio 7.3. Determine os valores dos pardmetros a e b para que f (x) = x®+ax?+b tenha
um extremo local posicionado em (—2,1).
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Exercicio 7.4. A energia de interagdo entre dois dtomos (ou moléculas) a distdncia r > 0 é
modelizado pelo potencial de Lennard-Jones “:

V(r)= 46{(%)12 — (2)6} ,

r

onde € e o sdo duas constantes positivas.
1. Determine a distdncia r, tal que o potencial seja zero.

2. Determine a distdncia r, tal que a interagdo seja minima. Existe mdximo global? Deter-
mine a varia¢do e esboce V.

4Sir John Edward Lennard-Jones (27 de outubro de 1894 — 1 de novembro de 1954).

7.3 A procura de extremos em intervalos fechados

Daremos agora o método geral para determinar os extremos globais de uma funcéo f :
[a,b] — R. Suporemos que f é continua; assim o Teorema 7.1 garante que 0s extremos
existem.

Vimos que extremos locais sdo ligados, quando f é derivavel, aos pontos onde a derivada
de f é nula. Chamaremos tais pontos de pontos criticos.

Definicdo 7.3. Seja f : D — R. Um ponto a € D é chamado de ponto critico de f se a
derivada de f ndo existe em a, ou se ela existe e é nula: f'(a) =0.

Por exemplo, a = 0 é ponto critico de f(x) = x?, porqué f’(0) = 0. Por outro lado, a = 0
¢ ponto critico da funcdo f(x) = |x|, porqué f néo é derivavel em zero.

As vezes, os extremos sdo ligados a pontos criticos mas vimos que eles podem também se
encontrar na fronteira do intervalo considerado (como nos Exemplos 7.3 e 7.1). Logo, o
procedimento para achar os valores extremos de f € o seguinte:

Seja f uma fungdo continua no intervalo fechado e limitado [a,b]. Os extremos globais de
f sdo determinados da seguintes maneira:

e Procure os pontos criticos x,,X,,...,X, de f contidos em (a, b) (isto é, em [a,b] mas
diferentes de a e de b).

e Olhe f na fronteira do intervalo, calcule f (a), f(b).

e Considere a lista {f (a), f (b), f(x1),...,f(x,)}. O maior valor dessa lista dd o mdximo
global; o menor dd o minimo global.

Exemplo 7.10. Procuremos os extremos globais da funcio f(x) = 2x* —3x? — 12x no
intervalo [—3,3]. Como esse intervalo é fechado e que f é continua, podemos aplicar o
método descrito acima. Os pontos criticos sdo solugio de f'(x) = 0, isto é, solucio de
6(x*+ x —2) = 0. Assim, f possui dois pontos criticos, x; = —1 e x, = +2, e ambos
pertencem a (—3,3). Observe também que f(x;) = f(—1) = +7, e f(x,) = f(2) = —20.

137

Cdlculo 1, Versdo 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestdes, criticas e corre¢des: sacha@mat.ufmg.br



7.4. Problemas de otimizacdoCAPITULO 7. EXTREMOS E PROBLEMAS DE OTIMIZAGCAO

Agora, na fronteira do intervalo temos f(—3) = —45, f(+3) = —9. Assim, olhando para os
valores {f (—3), f(+3), f(—1), f (+2)}, vemos que o maior é f(—1) = +7 (maximo global),
e o menor é f(—3) = —45 (minimo global). (Essa funcéo ja foi considerada no Exercicio
6.32.) o

Exemplo 7.11. Procuremos os extremos globais da funcéio f(x) = x?/® no intervalo [—1, 2].
Se x # 0, entdo f'(x) existe e é dada por f'(x) = 2x™'/°. Em x = 0, f nfo ¢ derivdvel
(Iembre do Exemplo 6.4). Logo, o tinico ponto critico de f em (—1,2) é x = 0. Na fronteira,
f(=1)=1, f(2) = V4. Comparando os valores {f(—1), f(2), f(0)}, vemos que o maximo

global € atingido em x = 2 e o minimo local em x = 0:

max.

<

Os exercicios relativos a essa secdo serdo incluidos na resolucdo dos problemas de otimi-
zacao.

7.4 Problemas de otimizacao

Exemplo 7.12. Dentre os retdngulos contidos debaixo da pardbola y = 1 — x?, com o lado
inferior no eixo x, qual é que tem maior drea? Considere a familia dos retdngulos inscritos
debaixo da pardbola:

X

Fixemos um retangulo e chamemos de x a metade do comprimento do lado horizontal.
Como os cantos superiores estdo no grafico de y = 1 — x?, a altura do retangulo é igual a
1— x2. Portanto, a 4rea em funcfo de x é dada pela funcéo

A(x) = 2x(1—x3?).

Observe que A tem dominio [0, 1] (o menor lado horizontal possivel é 0, o maior é 2). Para
achar os valores extremos de A, procuremos os seus pontos criticos em (0, 1), solucoes de
A'(x) =0. Como A’(x) = 2—6x?, 0 tnico ponto critico é x, = % O estudo do sinal mostra
que x, é um ponto de maximo local de A. Como A(0) = 0 e A(1) = 0, o maximo global é
atingido em x, mesmo. Logo o retdngulo de maior drea tem largura 2x, ~ 1.154 e altura
1-x2=2=0.666.... o

O método usado neste tltimo exemplo pode ser usado na resolucdo de outros problemas:

1. Escolher uma varidvel que descreve a situacdo e os objetos envolvidos no problema.
Determinar os valores possiveis dessa variavel.
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2. Montar uma funcao dessa variavel, que represente a quantidade a ser maximizada (ou
minimizada).

3. Resolver o problema de otimizacdo correspondente, usando as ferramentas descritas
na Secéo 7.3.

Exercicio 7.5. Qual € o retdngulo de maior drea que pode ser inscrito
1. em um circulo de raio R?

2. no triangulo determinado pelas trés retas y = x, y = —2x+12e y =0?

Exercicio 7.6. (Segunda prova, Segundo semestre de 2011) Considere a familia de todos os
triangulos isdsceles cujos dois lados iguais tem tamanho igual a 1:

AN

Exercicio 7.7. Dentre todos os retdngulos de perimetro fixo igual a L, qual é o de maior drea?

Qual desses triangulos tem maior drea?

Exercicio 7.8. Uma corda de tamanho L ¢ cortada em dois pedagos. Com o primeiro pedago,
faz-se um quadrado, e com o segundo, um circulo. Como que a corda deve ser cortada para que
a drea total (quadrado + circulo) seja mdxima? minima?

Exemplo 7.13. Qual € o ponto Q, da reta y = 2x que estd mais préximo do ponto P = (1,0)?

Q y =2x

b

Se Q = (x,y) é um ponto qualquer do plano, entdo

d(Q,P) =+4/(x—1)2+y2.

Mas se Q pertence a reta, entdo y = 2x e podemos escrever a distancia em funcéo da variavel
x s6: d(Q,P) = f(x), onde

flx)= \/(x—1)2+(2x)2= V5x2—2x+1

é a funcdo que queremos minimizar. Como Q pode se mover na reta toda, f tem R como
dominio. Como f é derivavel e f’(x) = O se e somente se x = =, e como d é convexa
5

(d”(z) > 0 para todo z), o ponto de abcissa x = % ¢ um ponto de minimo global de d. Logo, o

’ _ 1 2 . . ~ ;. 1, P
ponto procurado é Q, = (z, £). Observe que a inclinacdo do segmento QP éiguala—5: ele é
perpendicular a reta, como era de se esperar (sabemos desde o curso de geometria elementar
que o caminho mais curto entre um ponto P e uma reta é o segmento perpendicular a reta

passando por P). o

139

Cdlculo 1, Versdo 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestdes, criticas e corre¢des: sacha@mat.ufmg.br



7.4. Problemas de otimizacdoCAPITULO 7. EXTREMOS E PROBLEMAS DE OTIMIZAGCAO

Exercicio 7.9. Qual é o ponto Q, da pardbola y = x? cuja distdncia a P = (10, 2) é minima?

Exercicio 7.10. Considere os pontos A= (1,3), B = (8,4). Determine o ponto C do eixo X,
tal que o perimetro do tridngulo ABC seja minimo.

Exercicio 7.11. Seja r, a reta tangente ao grdfico da funcdo f (x) = 3—x?, no ponto (a, f (a)),
a # 0. Seja 7, o tridngulo determinado pela origem e pelos pontos em que r, corta os eixos de
coordenada. Determine o(s) valores de a para os quais a drea de J,, é minima.

Exercicio 7.12. Considere um ponto P = (a, b) fixo no primeiro quadrante. Para um ponto
Q no eixo x positivo, considere a drea do tridngulo determinado pelos eixos de coordenadas e
pela reta que passa por P e Q. Ache a posi¢cdo do ponto Q que minimize a drea do tridngulo, e
dé o valor dessa drea.

Exercicio 7.13. Qual € o tridngulo isdsceles de maior drea que pode ser inscrito dentro de um
disco de raio R?

Exercicio 7.14. Sejam x4,...,X, os resultados de medidas repetidas feitas a respeito de uma
grandeza. Procure o numero X que minimize

o(x) = Z(x —x;)2.
=

Exercicio 7.15. Uma formiga entra no cinema, e vé que o teldo tem 5 metros de altura e estd
afixado na parede, 3 metros acima do chdo. A qual distdncia da parede a formiga deve ficar
para que o dngulo sob o qual ela vé o teldo seja mdximo? (Vide: Exercicio 2.35.)

Consideremos alguns exemplos de problemas de otimizacdo em trés dimensoes:

Exemplo 7.14. Qual €, dentre os cilindros inscritos numa esfera de raio R, o de volume md-
ximo? Um cilindro cuja base tem raio r, e cuja altura é h tem volume V = 7r?h. Quando o
cilindro é inscrito na esfera de raio R centrada na origem, r e h dependem um do outro:

&
T'2 + (%)2 :R2 h

Assim, V pode ser escrito como funcdo de uma variavel s6. Em funcéo de r,
V(r)=2nr*vR2—r2, re[0,R],

ou em funcdo de h:
V(h) = nh(R*—), he[0,2R].
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Para achar o cilindro de volume méximo, procuremos o maximo global de qualquer uma
dessas fung¢des no seu dominio. Consideremos por exemplo V(r). Como V é derivavel em
(O,R), temos

V'(r)= 2n{2r R2—r2+ rz_—r} = 2711‘M.
VRZ—12 VRZ—12

Portanto, V/(r) = 0 se e somente se r = 0 ou 2R?> — 3r? = 0. Logo, o tinico ponto critico de
V em (O,R) é r, = 4/2/3R (=~ 0.82R). Estudando o sinal de V' obtemos a variacdo de V:

r V/2/3R
V'(r) + 0 -
Variac. max,
de Vv - e

Na fronteira do intervalo [0,R], V(0) =0 e V(R) = 0. Logo, V atinge o seu maximo global
em r,. Portanto, o cilindro com volume maximo que pode ser inscrito numa esfera de raio
R tem base com raio r,, e altura h, = 24,/R? —r2 = %R (~1.15R). o

Exercicio 7.16. Qual é, dentre os cilindros inscritos em um cone de altura H e base circular
de raio R, o de volume mdximo?

Exercicio 7.17. (Segunda prova, 27 de maio de 2011) Considere um cone de base circular;
inscrito numa esfera de raio R. Expresse o volume V do cone em fungdo da sua altura h. Dé o
dominio de V(h) e ache os seus pontos de minimo e mdximo globais. Dé as dimensdes exatas
do cone que tem volume mdximo.

Exercicio 7.18. De todos os cones que contém uma esfera de raio R, qual tem o menor volume?

Exercicio 7.19. Uma caixa retangular é feita retirando quatro quadrados dos cantos de uma
folha de papeldo de dimensdes 2m x 1m, e dobrando os quatro lados:

1

T

Qual deve ser o tamanho dos quadrados retirados para maximizar o volume da caixa obtida?

7.5 A Lei de Snell

Considere uma particula que evolui na interface entre dois ambientes, 1 e 2 (veja a figura
abaixo). Suponhamos que num ambiente dado, a particula anda sempre em linha reta e
que a particula evolui no ambiente 1 com uma velocidade constante v, e no ambiente 2
com uma velocidade constante v,. Suponhamos também que a particula queira viajar de
um ponto A no ambiente 1 para um ponto B no ambiente 2; qual estratégia a particula deve
adotar para minimizar o seu tempo de viagem entre A e B?
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B

A

E claro que se v; = v,, a particula néio precisa se preocupar com a interface, e pode andar
em linha reta de A até B. Mas se porventura v; < v,, a particula precisa escolher um ponto
C na interface entre 1 e 2, mais perto de A do que de B, andar em linha reta de A até C,
para depois andar em linha reta de C até B. O problema é de saber como escolher C, de
maneira tal que o tempo total de viagem seja minimo. Modelemos a situacdo da seguinte
maneira:

A

A nossa variavel serd x, a distancia entre C e a projecdo de A na horizontal. Quando x é
fixo, a distincia de A até C é dada por d; = 4/h? + x2, e a distncia de C até B é dada por

h3 + (L —x)2. Indo de A até C, a particula percorre a distdncia d; em um tempo
t; = %, e indo de C até B, percorre a distancia d, em um tempo t, = ‘j—;. Logo, o tempo
total de viagem de A até B é de T = t; + t,. Indicando explicitamente a dependéncia em x,

Vh2+x2 N Vh2+(L—x)?

V1 Vo

T(x)=
Assim, 0 nosso objetivo é achar o minimo global da fung¢do T (x), para x € [0, L]. Comecemos
procurando os pontos criticos de T em (0, L), isto é, os x, tais que T'(x,) = 0, isto é,

X, L—x,

_ =0

Essa equacdo é do quarto grau em x,. Pode ser mostrado que a sua solucdo existe, é Unica,
e d4 o minimo global de T em [0,L]. Em vez de buscar o valor exato do x,, daremos

(7.1)
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uma interpretacdo geométrica da solucdo. De fato, observe que em (7.1) aparecem dois
quocientes que podem ser interpretados, respectivamente, como os senos dos angulos entre
AC e a vertical, e BC e a vertical:

X L—x
*—— =senb,, -

R+ VEE+ (L —x,)?

Portanto, vemos que o minimo de T é atingido uma vez que os angulos 6, e 6, sdo tais que

=senb,.

6,

sen6; v,

senf, v,

6,

Em ética, quando um raio de luz passa de ambiente 1 para um ambiente 2, observe-se um
desvio ao atravessar a interface; 6; é chamado o angulo de incidéncia, 6, o angulo de
refracdo. O angulo de refracdo depende das propriedades dos ambientes 1 e 2 via v; e v,
e a relacdo acima é chamada a Lei de Snell '.

No exemplo acima ndo obtivemos um valor explicito para o x, que minimize o tempo de
viagem de A até B, mas aprendemos alguma coisa a respeito dos angulos 6, e 6,. Em alguns
casos particulares, x, pode ser calculado explicitamente:

Exercicio 7.20. Um ponto A flutuando a h metros da praia precisa atingir um ponto B situado
na beirada da dgua, a L metros do ponto da praia mais perto de A. Supondo que A se move na
dgua com uma velocidade v, e na areia com uma velocidade v, > v,, elabore uma estratégia
para que A atinja B o mais rdpido possivel. E se v; < v,?

Exercicio 7.21. Uma particula parte de um ponto A para atingir o mais rdpido possivel um
ponto B situado do outro lado de uma piscina redonda:

Se A nada com uma velocidade de 2km/h e anda com uma velocidade de 4km/h, serd que é
melhor 1) dar a volta toda andando, 2) usar o caminho mais direto, atravessando a piscina
nadando, 3) adotar uma outra estratégia?

!willebrord Snellius van Royen, Leiden, 1580 - 1626.
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Exercicio 7.22. Considere a esquina do corredor em formato de L representado na figura
abaixo (suponha-se que o corredor € infinitamente extenso nas diregbes perpendiculares). Qual

€ o tamanho ¢ da maior vara rigida que pode passar por esse corredor?

L

K 0
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Capitulo 8

Estudos de Funcoes

Neste capitulo juntaremos as técnicas desenvolvidas anteriormente para estudar fungdes. Ja
estudamos algumas fun¢des em bastante detalhes no ultimo capitulo, ao resolver problemas
de otimizacao.

Antes de estudar casos particulares, faremos mais dois comentarios sobre o comportamento
de uma fung¢do quando x — *00.

8.1 Sobre o crescimento das func¢oes no oo

E importante se lembrar, ao estudar funcdes, de quais sdo os comportamentos das fun-
¢oes fundamentais (polindmios, exponenciais e logaritmos) que tendem ao infinito quando
X — 00,

Para comecar, jad vimos na Secdo 4.8 (ou no item (16) do Exercicio 6.50) que

. X
lim — =0.
x—00 X

Pode também ser mostrado que para qualquer p > 0,

p
lim = =o0. 8.1)

x—00 eX

Podemos resumir esse fato da seguinte maneira: seja P(x) um polindmio cujo coeficiente
de grau maior é positivo. Entdo P(x) / oo e e¢* / 00, mas

P(x)<e*, quando x — co.

O simbolo “<” é usado para significar: “é muito menor que”. Em palavras: no infinito, o
crescimento exponencial é muito mais rdpido que qualquer crescimento polinomial.

Vimos também que

1 In x)?
lim EZO, lim (Inx) =
X— 00 X X— 00 X

0,
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e pode ser mostrado (veja exercicio abaixo) que para qualquer p > 0 e qualquer q > 0,

(Inx)P
lim =

X—00 x4

0. (8.2)

Como x7 pode também ser trocado por qualquer polinémio P(x) (supondo que o coeficiente
do seu termo de grau maior € positivo), esse fato costuma ser resumido da seguinte maneira:

(Inx)) < P(x), quando x — 00.

Isto é: (Inx)? / 0o, e P(x) / oo quando x — o0, mas o crescimento polinomial é muito
mais rdpido que qualquer crescimento logaritmico.

Exercicio 8.1. Mostre que para qualquer p > 0, e ¢ > 0, lim,._, (h;’;)p =0.

Assim, quando x — o9, a hierarquia entre logaritmo, polindmio e exponencial é

(Inx)P <K P(x) <K e*. (8.3)

7 . o P
Exercicio 8.2. Mostre que para qualquer p > 0, lim,_,, > = 0.

Exercicio 8.3. Estude os seguintes limites

x1000+€7X

1. lim,_, ., ST00ger 2. lirnx—><>o e(lan)Z
. (Inx)? : VX
2. lim, o S5 6. lim,_, i
. x . In(In(In(x)))
3. lim, o (x*—(lnx)* -5 7. lim,_, 0o e
4. lim,_, oo x*e /2 8. lim, o {eVn¥*+1 _x}

8.2 Assintotas obliquas

A nocéo de assintota permitiu obter informacoes a respeito do comportamento qualitativo
de uma funcao longe da origem, em direces paralelas aos eixos de coordenadas: ou hori-
zontal, ou vertical.

Veremos nesta secdo que existem funcdes cujo grafico, longe da origem, se aproxima de
uma reta que ndo é nem vertical, nem horizontal, mas obliqua, isto é de inclinacéo finita e
ndo nula. Comecemos com um exemplo.

. ~ 3 4 ~ .
Exemplo 8.1. Considere a funcéo f(x) = % ;21. E claro que esta func¢do possui a reta x = 0
como assintota vertical, ja que
x}+1 . x*+1
im =400, lim =+400.
x—0+  2x2 x—0~  2x2
Por outro lado, f ndo possui assintotas horizontais, ja que
o x3+1 o x3+1
lim =400, lim =—00.
x—+o0  2x2 x——00 Qx2
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Apesar de ndo possuir assintota horizontal, vemos que longe da origem, o grafico parece se
aproximar de uma reta de inclinacdo positiva. Como determinar essa reta?

. 7. 7 . . 3
Para comecar, demos uma idéia do que estd acontecendo. Observe primeiro que xz;l =

X 1 . o~ 1 7 s ~
5 + 3,2 Logo, quando x for grande, a contribuicédo do termo 55 € desprezivel em relacio a
3, e f(x) é aproximada por
x
flo)~ <.
2
X 1

Ora, a funcdo x — 3 € uma reta de inclinacdo 5. De fato, esbocando o gréfico de f junto

2
comaretay = 3:

NI=

Podemos agora verificar que de fato, quando x — 00, a distdncia entre o grdfico de f e a
reta y = 3 tende a zero:

. x| _ 1: X 1 x| _— 1: 1 _
xllrglo|f(x —§|—xllrgo|(§+ﬁ)—§|—xll)rgoﬁ—o. (8.4)
Portanto, a reta y = 5 ¢ chamada de assintota obliqua da funcéo f. o

O exemplo anterior leva naturalmente a seguinte definicéo:

Definicdo 8.1. A reta de equagdo y = mx + h é chamada de assintota obliqua para f se
pelo menos um dos limites abaixo existe e € nulo:

Jim [£Ge) = (mx +h)

, xEr_noo|f(x)—(mx+h)|.

(Obs: quando m = 0, essa defini¢do coincide com a de assintota horizontal.)

Como saber se uma func¢do possui uma assintota obliqua? E se ela tiver uma, como identi-
ficar os coeficientes m e h?
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Para comecar, observe que h pode ser obtido a partir de m, ja que
Jim {f(0)—(mx+ )} = lim {(f(x)—mx)—h}

¢ zero se e somente se
h= liin {f(x)—mx}. (8.5)

Para identificar m, podemos escrever
i — = i RN EACI h
xgzl:noo{f(x) (mx+h)} xlgtnoox { X (m + x)}’

e observar que para este ultimo limite existir e ser igual a zero quando x — +00, € neces-
sario que limx_,ioo{’% —(m+ %)} = 0. Como % — 0, isso implica que
, X
m = lim M (8.6)

x—oo X

Assim, vemos que se f possui uma assintota obliqua, esta tem uma inclinacdo dada por
(8.6), e uma abcissa na origem dada por (8.5). Por outro lado, é claro que se os dois limites
em (8.6) e (8.5) existirem e forem ambos finitos, entdo f possui uma assintota obliqua dada
por y = mx + h. E claro que os limites x — 400 precisam ser calculados separadamente,
pois uma funcdo pode possuir assintotas obliquas diferentes em +00 e —00.

Voltando para o Exemplo 8.1, temos

x3+1

. f(X) . 2x2 . X3 +1
m= lim ——= = lim = lim

x—too x x—otoo x x—too 2x x—+00

€, como _]E'i Visto anteriormente,
h= lim X ——lx = lim L =0.
x co{f( ) 2 } x oo 2x3

Logo, y = %x + 0 é assintota obliqua. Vejamos como usar o critério acima em outros exem-
plos.

Exemplo 8.2. Considere f(x) = +/x2+ 2x. Primeiro, tentaremos procurar uma inclinacao.
Pela presenca da raiz quadrada, cuidamos de distinguir os limites x - —00 e x — —00:

X Vxz+2 xy/1+2
im L) o gy YRR g, VTR
x—+00 X x—+00 X X—+00 X

Em seguida calculemos

2x
lim {f(x)—(+1)x}= lim {vVx2+2x—x}= lim —
X—00 f X—+00 X—+00 ‘/X2+2X+X
2
= lim ————=1.
wree J1+ 241

Assim, f possui a assintota obliqua y = x + 1 em +00. Refazendo contas parecidas para
X — —00, obtemos

lim —=-1, e xgznoo{f(x)—(—l)x} =-1,

x—>—00 X

logo f possui a assintota obliqua y = —x—1 em —o0. De fato (observe que f tem dominio
D = (—00,-2]U[0,+00)),
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<&
Exemplo 8.3. Considere f(x) = x + 4/x, definida somente se x > 0. Entéo
x X
lim M: lim {1+£}:1.
x—00 X X—00 X
Mas, como
lim {f(x)—x}= lim +/x =00,
X—00 X—00
vemos que f ndo possui assintota obliqua (apesar de lim,_, ., @ existir e ser finita). o

Exercicio 8.4. Determine quais das fungbes abaixo possuem assintotas (se tiver, calcule-as).

1. 4x—5 4. In(x®+1) 7. In(coshx)
2. x? 5. In(1+e¥)
3. );2+_21 6. vx2—Inx 8. eV (nx)p+1

Exercicio 8.5. Se uma fungdo possui uma assintota obliqua y = mx +h em +090, € verdade
que lim,_, f'(x) = m?

8.3 Estudos de funcoes

Podemos agora juntar as técnicas conhecidas para estabelecer um roteiro para o estudo
completo de uma funcéo f:

e Para comecar, encontrar o dominio de f. O dominio precisa ser especificado para
evitar divisdes por zero e raizes (ou logaritmos) de numeros negativos. A funcdo
podera depois ser estudada na vizinanca de alguns dos pontos que ndo pertencem ao
dominio, caso sejam associados a assintotas verticais.

e Se for possivel (e ndo sempre é), estudar os zeros e o sinal de f.

e Determinar se f possui algumas simetrias, via o estudo da paridade: f é par se

f(=x) = f(x), impar se f(—=x) = —f (x).
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Estudar o comportamento assintotico de f, isto €, f (x) quando x — +00 (se o domi-
nio o permite). Se um dos limites lim,._,, ., f (x) existir (esses limites podem precisar
da regra de Bernoulli-I'Hopital), entdo a fungédo possui uma assintota horizontal. Lem-
bre que pode ter assintotas horizontais diferentes em +00 e —00. Se um dos limites
lim,_,, f (x) for infinito, podera procurar saber se existem assintotas obliquas, como
descrito na Secdo 8.2.

Procurar pontos na vizinhanca dos quais f (x) toma valores arbitrariamente grandes,
isto é: assintotas verticais. Calculando os limites laterais lim,_,,+ f (x) e lim,_,,- f (x)
nos pontos a perto dos quais f ndo é limitada. Isto acontece em geral perto de uma
divizdo por zero, ou quando a varidvel de um logaritmo tende a zero.

Estudar a primeira derivada de f (se existir). Em particular, procurar os pontos criticos
de f. Deduzir a variagdo de f via o estudo do sinal de f’. Determinar os pontos de
minimo e maximo, locais ou globais.

Estudar f” e a convexidade/concavidade de f, via o sinal de f”. O sinal de f” nos
pontos criticos (se tiver) permite determinar quais sdo minimos/maximos locais. Os
pontos de inflexdo sdo aqueles onde f passa de convexa para concava, ou o contrario.

Juntando essas informacoes, montar o grdfico de f. Por exemplo, se f é par, o gra-
fico é simétrico com respeito ao eixo y. Para montar um grafico completo, pode ser
necessario calcular mais alguns limites, por exemplo para observar o comportamento
da derivada perto de alguns pontos particulares.

Exemplo 8.4. Comecemos com f(x) = ’1%1, cujo dominio é D =R\ {1}. A fungdo se anula
no ponto x = —1, e o seu sinal é dado por:
Valores de x: —1 1
x+1 - 0 + +
1—x + + 0 -
f(x) - 0 + | -

(A dupla barra em x = 1 € para indicar que f ndo é definida em x = 1.) A funcao ndo é
nem par, nem impar. Como

x+1 1+1 1
lim = lim L=——=-1,
x—>too ] —x x—+o00 l_]_ —1
X

f possui a reta y = —1 como assintota horizontal. Por outro lado, como

o x+1
lim =
x-1t]1—x

x+1
= 4+00

—00, lim
x-1-1—x

3

f possui a reta x = 1 como assintota vertical. A derivada existe em todo x # 1, e vale

(x+1)YA—-x)—(x+1)(1—-x) 1-x+(x+1) 2
(1—x)2 o Q-x2 (Q-x)?

fll) =

O sinal de f’ da logo a tabela de variacdo de f:
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by 1
f'(x) + +
Variag. +o0
/
def | — |~

(Indicamos o fato de x = 1 ser uma assintota vertical.) Assim, f ndo possui pontos criticos,
e é crescente nos intervalos (—oo,1) e (1, 00). A segunda derivada se calcula facilmente

(para x # 0):
4
(1—x)

Esta muda de sinal em x = 1, e permite descrever a convexidade de f:

o) =2(A-x)?) =2(=2)1-x)°(-1) =

X
f(x) + —

Conv.

de f

Isto é, f é convexa em (—o0, 1), concava em (1, 00). Assim, o gréfico é da forma

<

Exemplo 8.5. Estudemos agora a funcéo f (x) = x2 +1 O seu dominio é D = R, e o seu sinal:

f(x)é=>0se|x|>1, <0 caso contrario. Como f(—x) = - )’32: = )fz: = f(x), f é par.
Como

1
x?2—1 . 1—%
i = lim
x—too x2 41 x—otoo 1+l2
x

>

areta y = 1 é assintota horizontal. Nao tem assintotas verticais (o denominador nao se

anula em nenhum ponto). A primeira derivada é dada por f'(x) = x2 +1)2 Logo,
X 0
f'(x) - 0 +
Var. _
de f min.

O minimo local (que é global também) tem coordenada (0, f(0)) = (0,—1). A segunda
4(1-3x2)
(x2+1)3 >

derivada é dada por f”(x) = logo:
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X
7760

—1/v3  —1/V3
0 0

+

Conc.

de f

~

—

mente,

Os pontos de inflexdo estao em (;—%,f(;—%)) = (;—%, E) ( f( )) (;—%,—%). Final-
£x) -
T X
(0,-1)
o

Exercicio 8.6. Faca um estudo completo das seguintes fungoes.

1. (xx;l)z (Segunda prova, primeiro semestre 2011)

2. x(Inx)? (Segunda prova, primeiro semestre 2010)

Exercicio 8.7. (Segunda prova, segundo semestre de 2011) Para f (x):=

x2 16, estude: o sinal,

os zeros, as assintotas (se tiver), a variagdo, e a posicdo dos pontos de min./mdx. (se tiver).
A partir dessas informagoes, monte o grdfico de f. Em seguida, complete a sua andlise com a
determinacdo dos intervalos em que f é convexa/céncava.

Exercicio 8.8. Faga um estudo completo das fungdes abaixo:

1. x+

1
x

1
2. X+F

[p———

4. X

Exercicio 8.9. Faca um estudo completo das seguintes fungoes.

1. In|2—5x]|
2. In(Inx)
3. e ¥ (x%—2x).

4. i/x.

x2

5. xe™
6. senhx

7. coshx

8. tanh x

Inx

5.

Jx

Inx—2
6. (rllnxx)2
7. In(e** —e* +3)
8. (ell—2)°

10. 1

11.

12.

10.

11.

arcos(2 1 +x2)

Vx4(x—1)
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Capitulo 9

Integral

O problema original e fundamental do cdlculo integral era de calcular comprimentos, dreas,
e volumes de objetos geométricos no plano ou no espaco, em particular de objetos mais ge-
rais do que aqueles considerados em geometria elementar que sdo retangulos, tridngulos,
circulos (no plano), ou paralelepipedos, cones, esferas (no espaco).

O maior avanco no célculo integral veio com os trabalhos de Newton e Leibniz no fim do
século XVI, em que a nocdo de derivada tem papel fundamental. Os métodos desenvolvidos
por Newton e Leibniz tornaram a integral uma ferramenta com intimeras aplica¢des, bem
além da geometria, em todas as dreas da ciéncia e da engenharia.

Nesse capitulo introduziremos a noc¢éo de integral para uma funcdo f de uma varidvel
real ! x, a partir da Se¢do 9.2. O Teorema Fundamental do Cdlculo (Teoremas 9.2 e 9.3) serd
provado na Secdo 9.3.

9.1 Introducao

Como calcular, em geral, a drea de uma regido limitada do plano? Para sermos um pouco mais
especificos, faremos a mesma pergunta para areas delimitadas pelo gréfico de uma funcéo.
Dada uma fungdo positiva f : [a,b] — R, como calcular a drea debaixo do seu grdfico, isto é,
a drea da regido R, delimitada pelo grdfico de f, pelo eixo x, e pelas retas x = a, x = b?

W

R

e x

|

|

|

|

:
d

Para as funcOes elementares a seguir, a resposta pode ser dada sem muito esfor¢o. Por
exemplo, se f é constante, f(x)=h > 0, R é um retangulo, logo

'Integrais miiltiplas serdo estudadas em Cdlculo III.

153



9.1. Introducdo CAPITULO 9. INTEGRAL

h

R = 4rea(R) = base x altura = (b —a)h

i b X
Por outro lado, se o grafico de f for uma reta, por exemplo f(x) = mx com m > 0, e se

0 < a < b, entdo R é um trapézio, e a sua area pode ser escrita como a diferenca das areas
de dois triangulos (lembre o Exercicio 2.19):

mb 1
ma| / = 4rea(R) = 3b x mb—3a x ma = ;m(b* —a?)

o R

|
|
a b X

O nosso tltimo exemplo “simples” serda f(x) = v1—x2, com a = 0, b = 1. Neste caso
reconhecemos a regido R como a sendo o quarto do disco de raio 1 centrado na origem,
contido no primeiro quadrante:

= drea(R) =i xnl1*=1%

Consideremos agora f(x) =1— x?, também coma =0, b = 1:

Apesar da funcfio f(x) = 1—x? ser elementar, nio vemos um jeito simples de decompor R
em um numero finito de regides simples do tipo retdngulo, tridngulo, ou disco.

No entanto, o que pode ser feito é aproximar R por regides mais simples, a comegar com
retAngulos . Comecemos aproximando R de maneira grosseira, usando uma regifio R,
formada por dois retangulos, da seguinte maneira:

A

1-(3?2=3
’ ! = drea(R,) = {3 x 1} +{s x 2} =1

o 1 1
2

2J4 encontramos esse tipo de construcfio, mas com triAngulos, no Exercicio 4.32.
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CAPITULO 9. INTEGRAL 9.1. Introducdo

A area de R, é a soma das dreas dos dois retangulos de bases iguais % mas de alturas di-
ferentes: o canto esquerdo superior do primeiro retangulo esta em (0, 1), e o do segundo
foi escolhido no grdfico de 1 — x?, no ponto (%, %). Logo, area(R,) = %. E claro que areaR,

somente da uma estimativa: area(R) < areaR,.

Tentaremos agora melhorar essa aproximacdo: fixemos um inteiro n € N, e aproximemos
R pela regido R,, formada pela unido de n retdngulos de larguras iguais a 1/n, mas com
alturas escolhidas tais que o canto superior esquerdo esteja sempre na curva 1 — x. Por
exemplo, se n =5, 15 e 25,

Vemos que quanto maior o nimero de retangulos n, melhor a aproximacao da verdadeira
area de R. Logo, tentaremos calcular area(R) via um limite:

area(R) = lim area(R,).
n—,oo

Olhemos os retangulos de mais perto. Por exemplo, para calcular drea(Rs), calculemos a
soma das areas de 5 retangulos:

drea(Rs) = 5(1- () +3(1 -+ (1= +3(1 - +:(1-(?
=1 2R (g 76),
Para um n qualquer,
drea(R,) = ;(1—=(D)+ (1= +- + (1P + 11 -

12422 4... —2)2 —1)2
— 1_ +2°+ +(:113 )+(Tl ) . (9.1)

Pode ser mostrado (ver Exercicio 9.1) que para todo k > 1,

_ k(k+1)(2k+1)
6 .

Usando essa expressdo em (9.1) com k = n— 1, obtemos

(n—1((n—1)+1)2n—-1)+1)

1242%+--+ k2 (9.2)

area(R) = lim area(R,) =1— lim
n—-oo

n—0oo 6n3
. n(n—1)2n—-1)
=1— lim
n—00 6n3
1
=1—1
_ 2
=2

Observacio 9.1. E interessante observar que no limite n — 00, o ntimero de retingulos
que aproxima R tende ao infinito, mas que a drea de cada um tende a zero. Assim podemos
dizer, informalmente, que depois do processo de limite, a 4rea exata de R é obtida “somando
infinitos retangulos de largura zero”. o
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9.1. Introducdo CAPITULO 9. INTEGRAL

Exercicio 9.1. Mostre por indu¢do que para todo n > 1,

:n(n+1) 12+22+~--+n2=n(n+1)(2n+1)

14+2+3+---+n ,
2 6

Exercicio 9.2. Considere a aproximagdo da drea R tratada acima, usando retdngulos cujo
canto superior direito sempre fica na curva y = 1 —x?, e mostre que quando n — oo, o limite
€ 0 mesmo: %

O método usado para calcular a drea debaixo de 1 — x? funcionou gragas a férmula (9.2),
que permitiu transformar a soma dos k primeiros quadrados em um polinémio de grau 3
em k. Essa férmula foi particularmente bem adaptada & funcfio 1—x?2, mas néo ser4 ttil em
outras situacoes. Na verdade, sdo poucos casos em que a conta pode ser feita ne maneira
explicita.

Exemplo 9.1. Considere f(x) =cos(x) entrea=0e b =1/2.

X

o
ISIE R

Neste caso, uma aproximacao da drea R debaixo do grafico por retangulos de largura % da:

area(R,) = %cos(%) + %cos(%) +- %cos(%). (9.3)

Para calcular o limite n — oo desta soma, o leitor interessado pode comegar verificando
por inducéio *® que para todo a > 0 e todo inteiro k,

sen(2kT+la)

% + cos(a) + cos(2a) + cos(3a) + - - - + cos(ka) = ———.
2sen(3)

Usando esta formula com a e n bem escolhidos, pode mostrar que lim,_,, drea(R,,) = 1.

Portanto, area(R) = 1. o

Exercicio 9.3. Considere f(x) = e* entre a =0 e b = 1. Monte drea(R,,) usando retdngulos

de largura % Usando

1—r"
l+r+r+--+r"= ,
1—r

calcule lim, _, ., drea(R,,).

O que foi feito nesses ultimos exemplos foi calcular uma area por um procedimento cha-
mado integracdo. Mais tarde, desenvolveremos um método que permite calcular integrais
usando um método completamente diferente. Mas antes disso precisamos definir o que
significa integrar de maneira mais geral.

3Fonte: Folhetim de Educacio Matemadtica, Feira de Santana, Ano 18, Ntimero 166, junho de 2012.
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CAPITULO 9. INTEGRAL 9.2. A integral de Riemann

9.2 A integral de Riemann

De modo geral, a area da regido R delimitada pelo grafico de uma funcao f : [a,b] = R
pode ser definida via um processo de limite, como visto acima no caso de f(x) =1 —x2.

Primeiro, escolhemos um inteiro n, e escolhemos pontos distintos em (a, b): x, = a <
X; < Xy <+ <Xx,_1 <X, =b. Esses pontos formam uma particio de [a, b]. Em seguida,
escolhemos um ponto x;.k em cada intervalo [x;_;, x;], e definimos a soma de Riemann I,
por:

In:ZZf(x;‘)ij, f
=1

a b

I, aproxima a drea debaixo do gréfico pela soma das dreas dos retangulos, em que o j-

ésimo retangulo tem como base Ax;:=x; —x;_;, € como altura o valor da fun¢do no ponto
b—a

X5 f (x]’.‘). (Na imagem acima os pontos x; foram escolhidos equidistantes, Ax; = ==.

Aintegral de f é obtida considerando I, para uma sequéncia de particdes em que o tamanho
dos intervalos Ax; tendem a zero:

Definicao 9.1. A funcdo f : [a,b] — R € integrdvel se o limite lim,_, ., I, existir, qualquer
que seja a sequéncia de particoes em que max; Ax; — 0, e qualquer que seja a escolha de X €
[xj_l,xj]. Quando f ¢€ integrdvel, o limite lim,_, . I, € chamado de integral (de Riemann)
de f, ou integral definida de f, e denotado

b
llrgo I = f fx)dx. (9.4)

Os numeros a e b sdo chamados de limites de integragdo.

~ b . p .. .
Inventada por Newton, a notacio “ f . f(x)dx” lembra que a integral € definida a partir
de uma soma (o “ f ” é parecido com um “s”) de retangulos contidos entre a e b, de dreas

f(x}k)ij (0 “f(x)dx").
~ ‘. b . p ~ ~
Observacao 9.2. E importante lembrar que f . f(x)dx é um nimero, ndo uma fungdo: a
. b . T )
varidvel “x” que aparece em f S (x)dx é usada somente para indicar que f estd sendo
integrada, com a sua variavel varrendo o intervalo [a, b]. Logo, seria equivalente escrever

essa integral f ab f(t)dt, fab f(2)dz, etc., ou simplesmente f ab f dx. Por isso, a variavel x
que aparece em (9.4) é chamada de muda. °

Observacao 9.3. A definicdo de integrabilidade faz sentido mesmo se f ndo é positiva.
Neste caso, o termo f (x;f‘)ij da soma de Riemann nao pode ser mais interpretado como

*Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826 — 1866.
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9.2. A integral de Riemann CAPITULO 9. INTEGRAL

. .o A b ~ . . . ~
a area do j-ésimo retangulo, e f , f dx ndo possui necessariamente uma interpretacéo geo-
métrica. O Exercicio 9.8 abaixo esclarece esse ponto. o

Enunciemos algumas propriedades basicas da integral, que podem ser provadas a partir da
definicao.

Proposicao 9.1. Seja f :[a,b] — R integrdvel.
1. Se A € R € uma constante, entdo Af € integrdvel, e fab Af dx = Afabf dx.

2. Se g : [a,b] — R também ¢€ integrdvel, entdo f + g € integrdvel e fab(f + g)dx =
b b
fa fdx+fa gdx.

3. Sea<c<b, entdofacfdx+fcbfdx=fabfdx.

Observe que se f é uma constante, f(x) = c, entdo qualquer soma de Riemann pode ser
calculada via um retangulo so, e

b
J f(x)dx =c(b—a). (9.5)

Mais tarde precisaremos da seguinte propriedade:

Proposicao 9.2. Se f e g : [a, b] — R sdo integrdveis, e se f < g, entdo

b b
dexSJ gdx. (9.6)

Em particular, se f € limitada, M_ < f(x) < M, para todo x € [a, b], entdo

b
M (b—a)< f fdx <M,(b—a). (9.7)

Para funcdes positivas, a interpretagédo de (9.6) em termos de dreas é imediata: se o grafico
de f estd sempre abaixo do grafico de g, entdo a drea debaixo de f é menor do que a area
abaixo de g.

Exercicio 9.4. Justifique as seguintes afirmacoes:
1. Se f € par; fjaf(x)dx = Zfoaf(x)dx.

2. Se f é impar, ffaf(x)dx =0.

Em geral, verificar se uma funcao € integravel pode ser dificil. O seguinte resultado garante
que as maioria das fun¢des consideradas no restante do curso sdo integraveis.

Teorema 9.1. Se f : [a, b] — R € continua, entdo ela ¢é integrdvel.
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CAPITULO 9. INTEGRAL 9.3. O Teorema Fundamental do Cédlculo

Por exemplo, f(x) =1— x? é continua, logo integrdvel, e vimos na introducfio que

1
J (1—x2)dx=§.
0

Sabendo que uma funcdo continua € integravel, queremos um jeito de calcular a sua integral.
Mas como ja foi dito, o procedimento de limite descrito acima (calcular a soma de Riemann,
tomar o limite n — o0, etc.) € dificil de se implementar, mesmo se f € simples.

9.3 O Teorema Fundamental do Calculo

Suponha que se queira calcular a integral de uma fungéo continua f :[a,b] — R:

f(X) b
/_\ sz f(t)dt.

a b

Podemos supor sem perda de generalidade que f > 0, o que deve ajudar a entender geome-
tricamente alguns dos raciocinios a seguir. Para calcular I passaremos pelo estudo de uma
funcdo auxiliar, chamada de funcao area, definida da seguinte maneira:

f(X) ) x
I(x) I(x)::f f(t)de.

a X p

Isto é, I(x) representa a darea debaixo do grafico de f, entre as retas verticais em a (fixa) e
em x (mével). Como f € positiva, x — I(x) é crescente. Além disso, I(a) =0, e a integral
original procurada é I(b) =1.

Exemplo 9.2. Se f (x) = mx, a fungdo area pode ser calculada explicitamente:

I(x) = 3m(x*—a?)

Podemos observar que

I'(x) = (3m(x*— az))/ =mx = f(x)!

Exercicio 9.5. Calcule as fungbes drea associadas das fungoes f : [0,1] — R abaixo.

sex <=z, 2. f(x)=—x+1 3. f(x)=2x—-1

se x>

1
2
1
5o

1 f(x)= {‘1)
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9.3. O Teorema Fundamental do Cédlculo CAPITULO 9. INTEGRAL

A relagdo entre [ e f € surpreendentemente simples:

Teorema 9.2 (Teorema Fundamental do Célculo). Seja f : [a,b] — R continua. Entdo a
fungdo drea I : [a,b] — R, definida por I(x):= faxf(t)dt ¢ derivdvel em todo x € (a, b), e a
sua derivada € igual a f:

I'(x) = f (x). (9.8)

O seguinte desenho deve ajudar a entender a prova:

’\hi

£x) § = I(x+h)~I(x)+f(x)-h
% :>I(x+h)—I(x)
! h

h

=~ f(x)

1
I
I
I
I
1
I
I
I
I
I
I
X

X

De fato, entre x e x+h, a func¢do drea I cresce de uma quantidade que pode ser aproximada,
quando h > 0 € pequeno, pela drea do retdngulo pontilhado, cuja base é h e altura f(x).
Isso sugere
. I(x+h)—1I(x)
lim
h—0t h

= f(x). (9.9)

Demonstragdo. Seja x € (a,b). Provemos (9.9) (o limite h — 0~ se trata da mesma ma-
neira). Pela propriedade (3) da Proposicao 9.1,

x+h x x+h x+h
HXHO:J f(t)dtZJ f(t)dt+J f(t)dtZI(x)—I—J f(t)de.

Observe também que por (9.5), f (x) pode ser escrito como a diferencga f (x) = % f(x) f;Jrh dt =

% f;ﬁh f(x)dt. Logo, (9.9) é equivalente a mostrar que

I(x+h)—I(x)_
h

x+h
fl)= %J (f (©)—f(x))dt (9.10)

tende a zero quando h — 0. Como f é continua em x, sabemos que para todo € > O,
—e < f(t)— f(x) < +¢, desde que t seja suficientemente perto de x. Logo, para h > 0
suficientemente pequeno, a integral em (9.10) pode ser limitada por

x+h x+h x+h
—e=%J (—e)dtS%f (f(t)—f(x))dtS%J (+e)dt = +e.
(Usamos (9.7).) Isso mostra que (9.10) fica arbitrariamente pequeno quando h — 0%, o
que prova (9.9). O

Assim, provamos que integral e derivada sdo duas nocOes intimamente ligadas, ja que a
funcado drea é uma fungdo derivdvel cuja derivada € igual a f .
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Definicdo 9.2. Seja f uma fungdo. Se F é uma fungdo derivdvel tal que

F'(x) = f(x)

para todo x, entdo F é chamada primitiva de f.

Exemplo 9.3. Se f(x) = x, entdo F(x) = xz—z é primitiva de f, ja que

Xz /
F'(x)= (?) =ix?Y=32x=x.

Observe que como (%2 +1)Y =x, G(x) = %2 + 1 é também primitiva de f. o
Exemplo 9.4. Se f(x) = cosx, entdo F(x) = senx é primitiva de f. Observe que G(x) =
senx + 14 e H(x) = senx — 7 também sdo primitivas de f. o

Os dois exemplos acima mostram que uma fun¢do admite infinitas primitivas, e que apa-
rentemente duas primitivas de uma mesma funcio somente diferem por uma constante:

Lema 9.1. Se F e G sdo duas primitivas de uma mesma func¢do f, entdo existe uma constante
C tal que F(x)— G(x) = C para todo x.

Demonstracdo. Defina m(x):=F(x) — G(x). Como F'(x) = f(x) e G'(x) = f(x), temos
m’(x) = 0 para todo x. Considere dois pontos x; < x, quaisquer. Aplicando o Cordldrio
(6.1) a m no intervalo [x;, x,]: existe ¢ € [x;, x,] tal que mlxp)mlx) m’(c). Como m’(c) =

X2—X1
0, temos m(x,) = m(x;). Como isso pode ser feito para qualquer ponto x, < x;, temos que

m toma o mesmo valor em qualquer ponto, o que implica que é uma funcdo constante. [
Em geral, escreveremos uma primitiva genérica de f(x) como
F(x) = primitiva + C,
para indicar que é sempre possivel adicionar uma constante C arbitraria.

Exercicio 9.6. Ache as primitivas das fungdes abaixo.

1. =2 5 vV1+x 9. e i ==

2. x 6. cosx 10. 1—e™™ 14. 4, x>0
3. x? 7. senx 11. e* 15. =

4. x" (n#-1) 8. cos(2x) 12. 3xe™ 16. 11_x2

Exercicio 9.7. Mostre que (2x* —2x + 1)e** € primitiva da funcgdo 4x?e>*.

Mais tarde olharemos de mais perto o problema de calcular primitivas. Voltemos agora ao
nosso problema:
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Teorema 9.3 (Teorema Fundamental do Célculo). Seja f : [a, b] — R uma fungdo continua,
e F uma primitiva de f. Entdo

b
J f(t)dt = F(b)~F(a) = F(x)|.. 9.11)

Demonstragdo. Lembre que fab f(t)dt =1(b), onde I(x) é a fungdo area. Ora, sabemos pelo
Teorema 9.2 que I(x) é primitiva de f. Assim, I(x) = F(x)+ C, onde F(x) é uma primitiva
qualquer de f, e onde se trata de achar o valor de C. Mas I(a) = 0 implica F(a)+ C =0,
logo C =—F(a), e I(x) = F(x)—F(a). Em particular, I(b) = F(b) — F(a). O

Exemplo 9.5. Considere [ = f 01 x2dx, que representa a drea debaixo do gréfico da parabola
y=f(x)=x?entrex =0e x =1. Como F(x) = %3 ¢ primitiva de f, temos

113 00 1

o 3 3 3°

Podemos também calcular a integral da introducdo, dessa vez usando o Teorema Funda-

mental:
1 1 1
J(l—xz)dx=J 1dx—J xzdx=1—%=§.
0 0 0

; . 2 : .
Exercicio 9.8. Mostre que fo (x —1)dx = 0. Como interpretar esse resultado geometrica-
mente?

<

Exercicio 9.9. A seguinte conta estd certa? Justifique.

[ Zax=Hf =2

2
1X X

O Teorema Fundamental mostra que se uma primitiva de f é conhecida, entdo a integral
de f em qualquer intervalo [c,d] pode ser obtida, calculando simplesmente F(d) — F(c).
Isto é, o problema de calcular integral é reduzido ao de achar uma primitiva de f. Ora, cal-
cular uma primitiva é uma operacdo mais complexa do que calcular uma derivada. De fato,
calcular uma derivada significa simplesmente aplicar mecanicamente as regras de derivagdo
descritas no Capitulo 6, enquanto uma certa ingeniosidade pode ser necessaria para achar
uma primitiva, mesmo de uma funcdo simples como v'1 + x2 ou Inx.

Portanto, estudaremos técnicas para calcular primitivas, ao longo do capitulo. Por en-
quanto, vejamos primeiro como usar integrais para calcular dreas mais gerais do plano.

9.4 Areas de regides do plano

Sejam f e g duas funcdes definidas no mesmo intervalo [a, b], tais que g(x) < f(x) para
todo x € [a, b]. Como calcular a area da regido R contida entre os graficos das duas fungoes,
delimitada lateralmente pelas retas verticais x =a e x = b?
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CAPITULO 9. INTEGRAL 9.4. Areas de regides do plano

Por uma translacdo vertical, sempre podemos supor que 0 < g < f. Logo, a drea de R pode
ser obtida calculando primeiro a drea debaixo do grafico de f, que vale f ab f dx, da qual se

subtrai a drea debaixo do gréfico de g, que vale fab gdx.

b b b

érea(R)zJ fdx—J gdxzf (f —g)dx. (9.12)
Exemplo 9.6. Considere a regido finita R delimitada pela pardbola y = 2 — x? e pela reta
y =-—X:
Pode ser verificado que os pontos de intersecdo entre as duas curvas sdo x = —1 e x = 2.

Observe também que no intervalo [—1, 2], a pardbola estd sempre acima da reta. Logo, por
(9.12), a drea de R é dada pela integral

2

2

2 2
J ((2—x2)—(—x))dx=J (—x2+x+2)dx=(—%3+x?2+2x)

Exercicio 9.10. Esboce e calcule a drea da regido delimitada pelas curvas abaixo.

1.y=—2,x=2,x=4,y=%x—1. 4.y=0,x=1,x=e,y=l.

X

2. y==2x=2x=4y=3(x—2)>2

3 y=x3 y=—(x+1)>%+1. 5. y=—2, y=4+x—x2
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9.5. Primitivas CAPITULO 9. INTEGRAL

Exemplo 9.7. Considere a 4rea da regifio finita delimitada pelas curvas x = 1—y? e x =
5—5y2.

.

1 x=5-5y>

-1
—

Neste caso, é mais natural expressar a drea procurada como um integral com respeito a y.
Como funcio de y, as curvas sdo pardbolas: x = f(y) com f(y) =5—5y% e x = g(y)
com f(y)=1—y?, e o grafico de f(y) estd sempre acima do gréfico de g(y). Logo, a drea
procurada é dada por fab[f (y)—g(y)]dy, que vale

1

1
(5-55-a-ydy = | {s-arhay =far- ")

-1
<

Exercicio 9.11. (3a prova, primeiro semestre de 2011) Calcule a drea da regido finita delimi-
tada pelo grdfico da fun¢do y =Inx e pelasretas y =—1, y =2, x =0.

Exercicio 9.12. Fixe a > 0. Considere f,(x):=a2e *(a* — x*). Esboce x — f,(x) para

diferentes valores de a (em particular para a pequeno e grande). Determine o valor de a que
maximize a drea delimitada pelo grdfico de f, e pelo eixo x.

Exercicio 9.13. Se a > 0, calcule I, = f ; xY"dx. Calcule lim,_, ., I,, e dé a interpretagdo
geométrica da solugdo. (Dica: lembre dos esbocos das fungées x — x/P, no Capitulo ??.)

9.5 Primitivas

O Teorema Fundamental mostra a importancia de saber calcular primitivas. Por isso, serad
util desenvolver técnicas de integracdo. Mas antes de apresentarmos essas técnicas, faremos
alguns comentdrios sobre as notagdes usadas para denotar primitivas.

Para uma dada funcéo f, queremos achar uma primitiva F, isto é uma funcéo cuja derivada
F’ éigual a f. Essa operacdo, inversa da derivada °, ser4 chamada de integrar f. Por isso, é
atil introduzir uma notagdo que mostra que F é o resultado de uma transformacéao aplicada

af:
F(x)=Jf(x)dx+C,

em que C é uma constante arbitraria. Ao invés da integral definida f ab f(x)dx, a integral
indefinida f f(x)dx é uma funcdo de x, que por definicdo satisfaz

(Jf(x)dx)'=f(x).

5As vezes, essa operacdo é naturalmente chamada de antiderivada.
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Como a operacao “integrar com respeito a x” é a operacdo inversa da derivada, temos

ff’(x)dx =f(x)+C. (9.13)

Além disso, as seguintes propriedades sdo satisfeitas (A € R é uma constante):

f?tf(x)dxz?tff(x)dx, J(f(x)+g(x))dx=ff(x)dx+fg(x)dx.

As seguintes primitivas fundamentais foram calculadas no Exercicio 9.6:

1. fkdx:kx+C 5. fsenxdx=—cosx+C
2.fxdx=x2—2+C 6.fexdx:ex+C
3. fxpdx=’;p—:11+C(p7é—1) 7. fli);z:arctanx+c
4. fcosxdx=senx+C 8. f%:arcsenx-kc
O caso p = —1 em (3) corresponde a f %dx, que obviamente é definida somente para

x # 0. Ora, se x > 0, temos (In(x)) = %, e se x <0, temos (In(—x)) = :—i = }( Logo,

J%dx=1n|x|+c (x #0).

Exercicio 9.14. Calcule as primitivas das seguintes fungoes.

1. (1—x)(1+x) 3. x5
2. =5 —cos(2x) 4. 2+ 2tan?(x)

Vamos agora apresentar os métodos cldssicos usados para calcular primitivas. O leitor
interessado em usar a integral de Riemann para resolver problemas concretos pode pular
para o Capitulo 10, e voltar depois para as Secoes 9.5.1 até 9.5.5 abaixo para exercitar a
sua habilidade a calcular primitivas.

9.5.1 Integracdo por Substituicdo

Exemplo 9.8. Suponha que se queira calcular

J x cos(x?)dx .

Apesar da funcfio x cos(x?) ndo ser a derivada de uma funcéo elementar, ela possui uma
estrutura particular: o “x” que multiplica o cosseno é um polind6mio cujo grau é um a menos

« .29

do que o polinémio “x*” contido dentro do cosseno. Ora, sabemos que a derivada diminui o

165

Cdlculo 1, Versdo 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestdes, criticas e corre¢des: sacha@mat.ufmg.br



9.5. Primitivas CAPITULO 9. INTEGRAL

grau de um polinémio. No nosso caso: (x2)' = 2x. Logo, ao multiplicar e dividir a primitiva
por 2, podemos escrever

J x cos(x?)dx = %J(Zx)cos(xz)dx = %f(xz)’ cos(x?)dx.

Agora, reconhecemos em (x?2)’ cos(x?) uma derivada. De fato, pela regra da cadeia, (sen(x?))’ =
cos(x?) - (x?)'. Logo, usando (9.13),

J(x2)’ cos(x?)dx = J(sen(xz))’dx =sen(x?)+C.

Portanto,

J x cos(x*)dx = } sen(x?) + C.

Do mesmo jeito,

J x2cos(x®)dx = %J 3x%cos(x®)dx = %f(x3)’ cos(x*)dx = sen(x®)+C.

<

A ideia apresentada nesse ultimo exemplo consiste em conseguir escrever a funcéo inte-
grada na forma da derivada de uma funcdo composta; é a base do método de integracédo
chamado integragdo por substituicdo. Lembremos a regra da cadeia:

(f(ge)) = f(glx)g'(x).

Integrando ambos lados dessa identidade com respeito a x e usando de novo (9.13) obtemos
flgx))= f f'(g(x))g’(x)dx + constante, que é equivalente a féormula de integra¢éo por
substituicao:

Jf’(g(X))g’(X)dX =f(g(x))+C. (9.14)

Existem varios jeitos de escrever a mesma férmula. Por exemplo, se H é primitiva de h,

Jh(g(X))g’(X)dx =H(g(x))+C. (9.15)

Sendo, a fungdo g(x) pode ser considerada como uma nova vdriavel: u:=g(x). Derivando
com respeito a X, g—z = g’(x), que pode ser simbolicamente escrita como du = g’(x)dx.
Assim, a primitiva inicial pode ser escrita somente em termos da varidvel u, substituindo

g(x) por u:
f h(g(x))g' (x)dx = f h(u)du. (9.16)
Em seguida, se trata de calcular uma primitiva de h, e no final voltar para a varidvel x.

O objetivo é sempre tornar fh(u) du o mais préximo possivel de uma primitiva elementar
como as descritas no inicio da secao.
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COS X

Exemplo 9.9. Considere f < dx. Aqui queremos usar o fato do cosx ser a derivada da
funcdo senx. Facamos entdo a substitui¢do u = senx, que implica du = (senx)'dx =

cosx dx, o que implica
1
L dx=| —du= | hu)du.
sen? x u?

Mas h(u) = ul—z, ¢ a derivada (com respeito a u!) de H(u) = —%. Logo,

J - dx_fh(u)du=H(u)+c:_L+C
sen x

sen2 x

<

Exemplo 9.10. Para calcular f 1> dx, definemos u:=1 + x. Logo, du =dx e x =u—1.
Assim,

J X dxzu_lduzj{l—%}duzfdu—f%du
1+x u

=u—Ilnu+C=1+x—In(1+x)+C.

<o
Exemplo 9.11. Calculemos agora f Xl dx Para comecar, separemos a primitiva em dois
termos:
x+1 X 1
——dx= | ——=dx+ | ——=dx
vV1—x2 f«/l—xz f«/l—x2
Para o primeiro termo, vemos que com u = g(x):=1 — x2, cuja derivada é g’(x) = —2x,
temos du = —2xdx, e
X
—du— —/u+C=—v1—x2+C.
J v1— Xz f
No segundo termo reconhecemos a derivada da funcéo arcseno. Logo, somando,
x+1
———dx=—VvV1—x2+arcsenx +C. (9.17)
v1—x?
<

Observacao 9.4. Lembra que um cdlculo de primitiva pode sempre ser verificado, derivando
o resultado obtido! Por exemplo, ndo perca a oportunidade de verificar que derivando o lado

direito de (9.17), obtém-se J’i' o

As vezes, é preciso transformar a funciio integrada antes de fazer uma substituicio ttil,
como Visto nos trés proximos exemplos.

Exemplo 9.12. Para calcular [ 25 > dx podemos colocar 9 em evidéncia no denominador, e
9+x ?
em seguida fazer a substituicdo u = 3

1 1 3
f9+x2 X 9f1+(§)2 * 9f1+u2 x

1
1 1 1
=§f du = zarctanu + C = jarctan(3) +C.

1+ u?
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Exemplo 9.13. Para calcular f oy +2X — dx comecemos completando o quadrado: x2+2x +
2={(x+1)*—1}+2=1+(x+1)% Logo, usando u:=x + 1,

S S (U S
x2+2x+2 | 14+(x+1)2

1
:f du = arctanu + C = arctan(x + 1)+ C.

1+u?
<&
Exemplo 9.14. Considere fsenzx dx. Lembrando a identidade trigonométrica sen® x =
1—cos(2x)
J sen’xdx = %f dx—%Jcos(Zx)dx = %—%Jcos(Zx)dx.
Agora com u = 2x obtemos f cos(2x)dx = % f cos(u)du = %senu + constante. Logo,
Jsen2xdx =2 —2sen(2x)+C.
Lo

Exercicio 9.15. Calcule as primitivas das seguintes fungaes.

1. (x+1) 7. cos?(t) 13. e*tan(e¥)
T 8 14. giw

8 ey 9. cosx+/1+senx 15. xv/1+x2
4. xsen(x?) 10. tanx 16. Grep

5. senxcosx 11. 52 17. %

6. %cos(ﬁ) 12. o— 18. sen®x cos® x

A férmula (9.16) mostra que a primitiva (ou integral indefinida) de uma fung¢éo da forma
h(g(x))g’(x) se reduz a achar uma primitiva de h. Aquela férmula pode também ser usada
para integrais definidas: se h(g(x))g’(x) é integrada com x percorrendo o intervalo [a, b],
entdo u = g(x) percorre o intervalo [g(a), g(b)], logo

b g(b)
f h(g(x))g'(x)dx = J h(u)du. (9.18)
a g(a)
Exercicio 9.16. Calcule as primitivas
1. [ 22dx gy 3. [2xdx 5 [ L-dx
2. f m 4. feexex dx 6. ftanzxdx

168

Cdlculo 1, Versdo 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestdes, criticas e corre¢des: sacha@mat.ufmg.br



CAPITULO 9. INTEGRAL 9.5. Primitivas

9.5.2 Integracao por Partes

Vimos que o método de integragdo por substituicdo decorreu da regra da cadeia. Vejamos
agora qual método pode ser obtido a partir da regra de derivagdo de um produto.

Exemplo 9.15. Suponha que se queira calcular a primitiva

fxcosxdx.

Aqui ndo vemos (e na verdade: ndo hd) uma substituicdo que seja util para transformar
essa primitiva. O que pode ser ttil é escrever x cos x = x(senx)’, e de interpretar x(sen x)’
como o segundo termo da derivada

(xsenx) = (x) senx + x(senx) =senx + x(senx)’.

Assim,

chosx dx = f{(xsenx)’—senx}dx = xsenx—J senx dx

=xsenx +cosx+C

<

A ideia usada no ultimo exemplo pode ser generalizada da seguinte maneira. Pela regra
de Leibniz,

(f(x)g(x)) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x).

Integrando com respeito a x em ambos lados,

flx)g(x) = J flGag(x)dx + J flx)g'(x)dx.

Essa ultima expressdo pode ser reescrita como

Jf’(x)g(X)dx =f(X)g(X)—ff(X)g'(X)dx, (9.19)

(ou a mesma trocando os papéis de f e g) chamada férmula de integracao por partes.
Ela possui uma forma definida também:

b b
f f’(x)g(x)dx=f(x)g(x)|ﬁ—f f(Og (x)dx. 9.20)

A férmula (9.19) acima serd usada com o intuito de transformar a integral f f'(x)g(x)dx
numa integral (mais simples, espera-se) f f(x)g'(x)dx.
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Exemplo 9.16. Considere f xInx dx. Aqui definamos f e g da seguinte maneira: f'(x) =
x, g(x)=Inx. Assim, f(x) = %2, g'(x)=(nx) = % Usando (9.19),

f xlnxdx = ff’(x)g(x) dx

= f(x)g(x)— J f)g'(x)dx

2

E(%z)(lnx)—f(g—z)(%)dx= %zlnx—%fxdx=%zlnx—%+c
<&

Exercicio 9.17. Calcule as primitivas das fungbes abaixo. (Obs: as vezes, pode precisar inte-
grar por partes duas vezes.)

1. xsenx 3. x%cosx 5. x%e™

2. x cos(5x) 4. xe* 6. x3cos(x?)

As vezes, escrevendo “1” como 1 = (x)’, integracdo por partes pode ser usada mesmo
quando ndo tem duas partes:

Exemplo 9.17. Considere flnx dx. Escrevendo Inx =1-Ilnx = (x)' Inx,

Jlnxdxzvf(x)’lnxdx=x1nx—fx(lnx)’dxlenx—fx-%dxlenx—x+C.
<&

Exercicio 9.18. Calcule
1. f arctanx dx 3. f arcsenx dx

2. f(lnx)2 dx 4. fxarctanx dx
Consideremos agora um mecanismo particular que pode aparecer quando se aplica inte-

gracao por partes:
Exemplo 9.18. Considere f sen(x)cos(3x)dx. Integrando duas vezes por partes:

J sen(x)cos(3x)dx = (—cosx)cos3x — f(— cos x)(—3sen3x)dx
= —cosxcosBx—BJ cosx sen3x dx
= —CO0S X COS3x — 3{ sen x sen3x — f senx(3 cosBx)dx}

= —cosxcos3x —3senxsen3x +9J senx cos3xdx.
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Assim, a primitiva procurada I(x) = f sen(x) cos(3x)dx é solucdo da equacdo
I(x)=—cosxcos3x —3senxsen3x + 9I(x).

Isolando I(x) obtemos I(x) = %{ cos x cos 3x + 3sen x sen 3x}. Isto €,

1
J sen(x)cos(3x)dx = §{ cos x cos 3x + 3senx sean} +C.

Exercicio 9.19. Calcule

1. fe_xsenxdx 2. fe_“costdt 3. fsen(lnx)dx

Integracdo por partes pode ser combinada com substituicao:
Exemplo 9.19. Considere _f x In(1 + x)dx. Integrando primeiro por partes,

X2

1+x

dx.

fxln(1+x)dx = %Zln(1+x)—%f
Essa segunda pode ser calculada substituindo 1 + x por u:

f x7 dx:f (u—1) du=f{u—2+1}du
1+x u “

=§—2u+ln|u|+C
=2(1+x)*—2x+In|1+x|+C".

Logo,
Jxln(l +x)dx = X;In(l +x)—2(1+x)*+x—3Inlx|+C".
Exercicio 9.20. Calcule fj eV dx, fx(ln x)?dx.

9.5.3 Integracao de funcoes racionais

Nesta secao estudaremos métodos para calcular primitivas da forma

dx dx x? x*
, , ——dx, dx
1—x2 (1—x)(x+1)2 x2+1 x3+1

Essas primitivas sdo todas da forma
P(x)
—=dx, (9.21)
J Q(x)

em que P(x) e Q(x) sdo polindmios em x. Lembramos que um polinémio em x é uma soma
finita de poténcias inteiras e nfo negativas de x: a, + a;x + a,x* +--- + a,x", em que o0s
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a; sdo constantes. Por exemplo, x°> — x + 1 é um polindmio, mas x?/® + /x néo é. Lembra-
mos que o grau de um polinémio a,+a; x +a,x*+---+a,x" é o maior indice i tal que a; # 0.

Existe uma teoria geral que descreve os métodos que permitem calcular primitivas da forma
(9.21). Aqui ilustraremos somente as ideias principais em casos simples.

A primeira etapa tem como objetivo simplificar a expressao para ser integrada:
e Se o grau de P for maior ou igual ao grau de Q, divide P por Q.

Exemplo 9 20. Considere f 7 dx. Aqui, P(x) = x? é de grau 2, que ¢é igual ao grau de
Q(x) = x? + 1. Logo, como a divisdo de P(x) por Q(x) d& 1 com um resto de —1, temos

S - Logo,

x2+1
x2 1
dx = {1— }dx=x—arctanx+C.
x2+1 x2+1

(Observe que em vez de fazer uma divisdo, podia ter observado que
o = 1— o)

Exemplo 9.21. Considere f S dx. Aqui, P(x) = x® é de grau 3, que é maior do que o
grau de Q(x) = x? + 1. Logo, como a divisdo de P(x) por Q(x) da x com um resto de —x,
temos Logo,

x2+1

_ ox241-1 _ x241
x2+1 x2+1 T x2+1
<&

=X- x2+1

x3 x 21 2x
Jx2+1dx:J{X_x2+1}dx:7_E x2+1dx

2

X 1
:E—EID(X2+1)+C

x2+1

Em geral, quando grau(P) > grau(Q), a divisdo de P por Q da

P(x) P(x)

= polinOmio em x + —=

Qx) Qx)’
em que grau(P) < grau(Q). A primitiva do primeiro polimémio ¢ imediata, e o préximo
passo é de estudar a primitiva da razao gg’;g

Portanto, é preciso agora desenvolver técnicas para calcular primitivas de fragcdes de po-
linomios, em que o grau do numerador € estritamente menor que o grau do denominador.
Ja sabemos tratar casos do tipo:

d 1 d
_x:__+C X =arctanx + C, X dx:%ln(x2+1)+C.
x3 2x2 x24+1 x2+1

O objetivo sera de sempre decompor a fragéo g P % numa soma de fracoes elementares desse

tipo. O método geral, descrito abaixo em exemplos simples, pode ser resumido da seguinte
maneira:
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e Fatore completamente o polinémio Q, o escrevendo como um produto de fatores de grau
2, possivelmente repetidos. Em seguida,

® Procure uma decomposi¢do de 5

em fragOes parciais.

Exemplo 9.22. Considere f xffl. Aqui, x*> — 1 tem discriminante A > 0, logo ele pode ser

fatorado: x>—1 = (x—1)(x+1). Procuremos agora um jeito de escrever a funcio integrada
na forma de uma soma de fracdes elementares:
1 1 __A B
x2—1 (x—1(x+1) x—1 x+1°

(9.22)

Observe que se tiver um jeito de achar duas constantes (isto é: nimeros que ndo dependem
de x) A e B tais que a expressdo acima seja verificada para todo x, entdo a primitiva sera
facil de se calcular:

dx dx dx
=A +B =Aln|x—1|+Bln|x+1|+C.
x2—1 x—1 x+1

Verifiquemos entdo que as constantes A e B existem. Colocando no mesmo denominador no
lado direito de (9.22) e igualando os numeradores, vemos que A e B devem ser escolhidos
tais que

1=A(x+1)+B(x—1). (9.23)

Rearranjando os coeficientes,
(A+B)x+A—B—1=0. (9.24)
Para essa expressao valer para todo x, é necessario ter
A+B=0, A—B—1=0.

Essas expressOes representam um sistema de duas equacdes nas incognitas A e B, cuja solu-

cao pode ser calculada facilmente: A = %, B = —%. Verifiquemos que os valores calculados
para A e B sdo corretos:
% —% %(x+1)—%(x—1)_ 1
+ = = .
x—1 x+1 (x—1D)(x+1) (x—1D)(x+1)
Portanto,

dX 1 1 1 X—1
fxz—l =§1n|x—1|—§1n|x+1|+C:iln‘x—ﬂ‘+c.
<

Observacio 9.5. As vezes, os valores de A e B podem ser achados de um outro jeito. Por
exemplo, tomando o limite x — —1 em (9.23) obtemos

1=-2B,
isto € B = —%. Tomando agora x — +1 em (9.23) obtemos
1=2A,

isto ¢ A= é
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A decomposicido (9.22) é chamada de decomposicao em fragdes parciais. Esta decom-
posicdo pode ser feita a cada vez que o denominador se encontra na forma de um produto
de fatores irredutiveis de grau 2. A decomposicao deve as vezes ser adaptada.

Exemplo 9.23. Considere f x(x2 73~ Vendo o que foi feito acima, uma decomposi¢édo natural
seria de decompor a fracdo da seguinte maneira:

1 A B

— == .
x(x2+1) x  x2+1

(9.25)

Infelizmente, pode ser verificado (veja o Exercicio 9.21 abaixo) que ndo existem constantes
A e B tais que a relacdo acima valha para todo x. O problema é que o denominador da
fracio original contém x? + 1, que ¢é irredutivel (isto é: possui um discriminante negativo),
de grau 2. Assim, procuremos uma decomposicdo da forma

1 A Bx+C

— == :
x(x24+1) x x2+1

(9.26)

Igualando os numeradores, 1 = A(x?+1)+(Bx+C)x, o que equivale a dizer que o polindémio
(A+B)x%?+ Cx +A—1=0 é nulo para todo x. Isto é: todos os seus coeficientes sdo nulos:

A+B=0, C=0, A—1=0.
Assim vemos que A= 1, B=—1, C = 0. Verificando:

1, —x _1(x2+1)+(—x)x: 1
X x2+1 x(x2+1) ox(x2+1)°

dx . d_x_ x
x(x2+1) | «x x24+1

Logo,

dx =In|x|—iIn(x*+1)+c.

o
Exerc1c1o 9.21. No Exemplo 9.23, verifique que nao tem decomposi¢cdo da forma m
x + x2+1
Observacao 9.6. O esquema de decomposicao usado em (9.26) pode ser generalizado:
1 :A1x+C1 Ay x +C, . Ax+C,
(a1x2+ By)(axx?+ By) - (ax2+B,)  ax2+f;  arx2+f, ax2+ B,
Na expressdo acima, todos os ak >0ef>0. o

Exemplo 9.24. Considere f eI +1)2 Aqui o denominador contém o polindomio irredutivel
x + 1 elevado a poténcia 2. Assim procuremos uma decomposi¢do da forma
1 A B C

—_—=—+ + . 9.27
x(x+1)2 x x+1 (x+1) ( )

Igualando os numeradores, 1 = A(x + 1)> + Bx(x + 1) + Cx, isto é (A+B)x?+ (2A+ B +
C)x +A—1 = 0. Para isso valer para todo x, é preciso que sejam satisfeitas as seguintes
relacoes:

A+B=0, 2A+B+C=0, A—1=0
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Assim vemos que A= 1, B =—1, C = —1. Deixemos o leitor verificar a decomposicdo. Logo,

dx 1 1 1
fx(x+1)2:J{;_x+1_(x+1)2}dx

1
=In|x|—In|x+ 1|+ ——+c.
x+1

<

Observacao 9.7. A decomposicdo (9.27) pode ser usada a cada vez que aparece uma po-
téncia de um fator irredutivel. Por exemplo,

1 A B C D  E

—— ==+ + + + :
x(x+1)* x x+1 (x+1)2 (x+1) (x+1)

Exercicio 9.22. No Exemplo 9.24, verifique que ndo tem decomposi¢do da forma m =
A B
= (x+1)2*

Os métodos acima podem ser combinados:

Exemplo 9.25. Para f procuremos uma decomposicdo da forma

xz(x2+4) >

1 A B Cx+D

— ==+ —+ :
x2(x2+4) x x2  x2+4

Igualando os numeradores e expressando os coeficientes do polinémio em funcdode A, B, C, D
obtemos o seguinte sistema:

A+C=0, B+D=0, 4A=0, 4B=1.

A solucgdo é obtida facilmente: A=0, B = % =0,D=—3 Logo

sz(x2+4) J__‘l*fx2+4_____aman( J+e.

Exercicio 9.23. Calcule as primitivas.

d 1 3
1. 2x2)f|-1 5. f X3+x dX 9 f xz(x+1) 13. fﬁdx
2. [ Z5dx 6. [ = 10. [ mmdt .

dx 14. f (x2+1)2 dx
3. (x+2)? 7. fx2+2x+3 11. fx(x+1)3

1 2l d
4. [ Zdx 8. [ 5 12. [ 5 dx 15. [ A

Exercicio 9.24. Calcule f Colsx

Exercicio 9.25. (3a Prova 2010, Turmas N) Calcule f dx.

X
x2+4x+13
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9.5.4 Integrar poténcias de funcoes trigonométricas

Nesta secao estudaremos primitivas de fun¢des que envolvem fungdes trigonomeétricas. Es-
sas aparecem em geral apds ter feito uma substituicdo trigonométrica, que é o nosso ultimo
método de integracgdo, e que serd apresentado na préxima secdo.

Primitivas das func¢des sen™ x cos” x

Aqui estudaremos primitivas da forma
J sen™ x cos" xdx.

Consideremos primeiro integrais contendo somente poténcias de senx, ou de cosx. Além
dos casos triviais fsenx dx = —cosx+C e fcosx dx = senx + C ja encontramos, no
Exemplo 9.14,

1— 2.
Jsenzxdx=Jdezg—%sen(Zx)+C.

Consequentemente,
f cos?xdx = J{l —sen’x}dx =x —J sen®xdx =% + 3 sen(2x) + C. (9.28)
Poténcias impares podem ser tratadas da seguinte maneira:
f cos®xdx = f(cos x)?cosxdx = f(l —sen?x)cosxdx.
Chamando u:=sen x, obtemos
Jc053xdx = J(l—uz)du =—u—tu’+C=senx—ssen’x+C.

A mesma ideia pode ser usada para integrar f sen™ x cos" x dx quando pelo menos um dos
expoentes, m ou n, € impar. Por exemplo,

f sen? x cos® x dx = f sen? x cos® x cos x dx
= J sen® x(1 —sen®x)cosx dx = J u?(1—u?)du,
onde u = senx. Logo,

Jsenzxcos3xdx:%u?’—%u5+C:%sengx—%sen5x+(7.
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Para tratar poténcias pares, comecemos usando uma integracao por partes. Por exemplo,

cos*xdx = | cosxcos®xdx =senxcos®x — | senx(—3cos®xsenx)dx
— 3 2 2
=senxcos’x +3 | sen®x cos®x dx
— 3 2 2
= Senx cos x+3f(1—cos x)cos® xdx

=senxcos’x+3 | cos?xdx—3 | cos*xdx

Isolando f cos* x dx nessa ultima expressdo e usando (9.28),
cos*xdx = }‘ senx cos’ x + 2 + = sen(2x) + C. (9.29)

Exercicio 9.26. Calcule as primitivas.

1. fsengxdx 4. fcosloooxsenxdx 7. fsenzxcoszxdx
2. fcos5xdx 5. f(senztcost)ese“fdt
3. f(cosxsenx)de 6. fsen3x1/cosxdx

Primitivas das funcdes tan™ x sec” x

Nesta secdo estudaremos primitivas da forma
tan™ x sec" x dx,

onde lembramos que a funcdo secante é definida como

1
secx:= .
oS X
2 . ~
Como 1+tan?x =1+ 22X = _L_ 3 seguinte relacfio vale:

1+tan?x =sec®x.

Lembramos que (tanx) = 1 + tan® x = sec® x. Entfo, para calcular por exemplo
tan x sec? x dx, (9.30)
podemos chamar u = tanx, du = sec? x dx, e escrever

tanxsec’?xdx = | udu= %u2+C: %tan2x+C.
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Na verdade, é facil ver que a mesma substituicdo pode ser usada a cada vez que a poténcia
da secante ¢ par. Por exemplo,

J tan x sec* x dx = J tan x sec” x(sec? x)dx = J tan x(1 + tan® x)(sec® x) dx

=Ju(1+u2)du

=i+ ut+C

_1 2,1 4

= ;(tanx)” + z(tanx)" + C.

Por outro lado, a relacdo
sen x

(secx) = = tanx secx

cos? x
permite um outro tipo de substituicdo. Por exemplo, (9.30) pode ser calculada também via
a mudanca de varidvel w = secx, dw =tanx secx dx:

Jtanxseczxdx = J secx(tanxsecx)dx = J wdw = %Wz +C= %seczx +C.

A mesma mudancga de varidvel w = secx se aplica a cada vez que a poténcia da tangente é
impar (e que a poténcia da secante ¢ pelo menos 1). Por exemplo,

-
J tan® xsecx dx = | tan® x(tanxsecx)dx
J

-
= | (sec?x —1)(tanx secx)dx

-
= | wW*=1)dw

Z%WS—W-FC
= 2sec®x —secx +C.

Os casos em que a poténcia da tangente é impar e que nio tem secante sdo tratados sepa-
radamente. Por exemplo, lembramos que

sen x
ftanxdxzj dx =—In|cosx|+C.
cos x

Ou,

J tan® x dx = J tan x(tan® x) dx

= J tanx(sec?x —1)dx = J tanxseczxdx—J tanx dx,

e essas duas primitivas ja foram calculadas acima. Finalmente, deixemos o leitor fazer o
Exercicio 9.24 para mostrar que

fsecx dx =In|secx +tanx|+C.
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Exercicio 9.27. Calcule as primitivas.

1. fseczxdx 4. ftanxsecxdx 7. fsec5xtan3xdx
2. ftanzxdx 5. ftan“xsec“xdx
3. ftan3xdx 6. fcossxtanSxdx 8. fsec?’xdx

9.5.5 Substituicdes trigonométricas

Nesta secdo final apresentaremos métodos para calcular primitivas de funcoes particulares
onde aparecem raizes de polinomio do segundo grau:

f\/1 x2dx, f 3/ 1—x2dx, f‘/m

O nosso objetivo é fazer uma substituicdo que transforme o polinémio que estd dentro da
raiz em um quadrado perfeito. Essas substituicdes serdo baseadas nas seguintes idenditades
trigonométricas:

fo\/xz—de,...

1—sen?6 =cos? 6, (9.31)
1+tan®6 =sec?0. (9.32)

Ilustraremos os métodos em trés exemplos elementares, integrando v1—x2, vV1+x2 e
v/ x2—1. Em seguida aplicaremos as mesmas ideias em casos mais gerais.

A primitiva f v1—x2dx

Observe primeiro que v1—x2 é bem deﬁnido se x € [—1,1]. Para calcular f V1—x2dx
usaremos (9.31) para transformar 1—x? em um quadrado perfeito. Portanto, consideremos
a substituicao

x=senf, dx=cos6do.
Como x € [—1,1], essa substituicdo € bem definida, e implica que 6 pode ser escolhido
0el[—3,5]

222

+1

_1..»- 

Expressemos agora a primitiva somente em termos de 6:

J\/l—xzdx:J v1—sen29c059d9:f\/c0529c059d9:Jc0529d9.
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De fato, como 0 € [—%, %], cos O > 0, o que significa v/ cos? 6 = cos 8. Mas a primitiva de
2 s
cos* 6 é

fcoszede =260+ 3sen(20) +C.

Agora precisamos voltar para a varidvel x. Primeiro, x = sen 6 implica 6 = arcsenx. Por
outro lado, sen(20) = 2sen f cos 0 = 2x+v 1 — x2. Logo,

f\/1—x2dx=%arcsenx+%xv1—x2+c.

Exercicio 9.28. Verifique esse ultimo resultado, derivando com respeito a x.

O método descrito acima costuma ser eficiente a cada vez que se quer integrar uma funcao
que contém uma raiz da forma +a2— b2x2, com a,b > 0. Para transformar o polinémio
a® — b%x? em um quadrado perfeito, podemos tentar as seguintes subsituicdes:

x:=3senf, ou x:=3cos6.

De fato, uma substituicdo desse tipo permite cancelar a raiz:

\/az—bz(%sen9)2= va2—a2sen26 =av'1—sen26 =acosf.

Depois de ter feito a substituicdo, aparece em geral uma primitiva de poténcias de fungdes
trigonométricas, parecidas com aquelas encontradas na Secéo 9.5.4.

Exemplo 9.26. Neste exemplo verificaremos que a drea de um disco de raio R é igual a TR>.

‘ y=f(x)=vR2—x2

A drea do disco completo é dada pela integral
R
A=4J VR?2—x2dx.
0

Usemos a substituicao trigonométrica x = Rsen 6, dx =Rcos0d6. Se x =0, entdo 6 =0,
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e se x =R entdo O = 7. Logo,

R 2
J \/Rz—xzdx:J \/RZ—(RsenG)ZRCOSGdG
0 0

2
:R2J cos’0do
0

=R*{10 + }}sen(ze)}og

—rel
4

Logo, A=4R*Z = nR*. o

Exemplo 9.27. Calculemos a primitiva f x3v/4—x2dx. Usemos a substituicio x = 2sen 0,

dx =2cos0d6. Como x € [—2,2], temos 6 € [—7, 5 ].

f 3V 4—x2dx = J(25en9)3\/4—(25en9)22cos9 do = 32f sen® 0 cos?0dO .
A dltima primitiva se calcula feito na secdo anterior: com u = cos 9,

fSGl’lBQCOSZQdQ = J(l—COSZQ)COSZQSGDQdQ
=—J(1—u2)u2du=—%u3+%u5+c =—3c0s*0 + 1 cos’ 6 + C.

Para voltar para a variavel x, observe que x = 2sen implica cosf = v1—sen26 =

V1—-(G)2= \/1—"72. Logo,
3 5
Jx3v4—x2dx=—%\/1—x7z +241-% +c.

Exercicio 9.29. Calcule a drea da regido delimitada pela elipse cuja equagdo é dada por

x2 y2

E-l_ﬁ:l’

Em seguida, verifique que quando a elipse é um circulo, a = 8 =R, a sua drea é mR>.

Exemplo 9.28. Considere f ‘/d— Com x = v/5sen 6, obtemos

xv5—x2"

J dx _J V5cos 6 dQ—if do
XV5—x? (v5sen6)y/5— (v5sen )2 V5 ) sen6
Essa ultima primitiva pode ser tratada como no Exercicio 9.24:

1— 1—4¢/1-%
J d9 %ln‘—l cos 0 +C 1ln‘—5

+cos 6

= +C.
sen O

2

1+4/1-%
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Logo,
f dx 1 V5—+/5— x2
5-x2 \/_+W

Exercicio 9.30. Calcule as primitivas

L f 3 f mdx 5. J i
2. f‘/%dx. 4. fx«/l—xzdx 6. fx2\/9—x2dx

A primitiva f v1+x2dx

Para calcular f V1 + x2dx usaremos (9.32) para transformar 1 + x? em um quadrado per-
feito. Portanto, consideremos a substituicao

x=tanf, dx=sec’0d0.

Expressemos agora a primitiva somente em termos de 6:
J v1+x2dx:f v1+tan20sec*0do =J V'sec2 0 sec* 0 dO :fseCBGdG.
Vimos no Exercicio 9.27 que

fsec36d6 = %tan@sec9+%1n|sec9 +tan9| +C.

Para voltar a varidvel x: secf = x, tan0 = v 1 +sec2 0 = v'1 + x2. Logo,

J\/1+x2dx=%xv1+x2+%ln|x+\/1+x2|+C.

O método descrito acima se aplica a cada vez que se quer integrar uma funcio que contém
uma raiz da forma va2 + b2x2, com a, b > 0. Para transformar o polinémio a® + b%x? em
um quadrado perfeito, podemos tentar as seguintes subsitui¢oes:

x:=7tan6.

De fato, uma substituicdo desse tipo permite cancelar a raiz:

\/a2+b2(%tan9)2= vVa2+a2tan20 = av'1+tan26 = asecH.

Exercicio 9.31. Calcule as primitivas

1. f«/‘:;Td 3. [xv/x2+a%dx 5. f(x2+1)3
2. fx3\/x2+1dx 4. fm 6. f A

Exercicio 9.32. Calcule o comprimento do arco da pardbola y = x?, contido entre as retas
x=—lex=1
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A primitiva f Vx2—1dx
Finalmente, consideremos a primitiva f v/ x2—1dx. Para transformar x*>—1 num quadrado

perfeito, usaremos a relacio (9.32): sec> @ —1 = tan? 0. Assim, chamando x = sec 0, temos
dx =tan 0 sec6 d6O, portanto

f Vx2—1dx :J Vsec2 —1tanBsecOHdO =Jtan295ec9d9.
Integrando por partes,

J(tan@sec@)tan@ do = sec@tanQ—J sec0doO

=sec9tan6—{%tan95ec9+%ln|sec9 +tan0|}+C

=%sec9tan9—%ln|sec9 +tan9|+C.

Como sec 6 = x implica tan 6 = vsec20 —1 = +/x2— 1, obtemos

f\/xz—ldx=%x\/xz—l—%ln|x+\/x2—1|+c.

O método apresentado acima sugere que para integrar uma funcdo que contém um polino-
mio do segundo grau da forma v/ a2x2 — b2, pode-se tentar fazer a substituicao

x:=—secH.
a
Exemplo 9.29. Consideremos a primitiva f dx__ fazendo a substituicio x = 3sec6,
xzm

dx =3tanOsecH do:
f dx . 3tan 6 secH qo=1 do 1
x24/x2—-9 (3secH)?4/(3secH)2—9

? ] seco °
Para voltar a variavel x, facamos uma interpretacdo geométrica da nossa substitui¢do. A
relacdo x = 3sec, isto é cos O = %, se concretiza no seguinte tridngulo:

X o/ x2—
//‘vﬂ—9 = senf = Y2
0
3

d 2
J X __vYx¥=9.c.

Jcos@d9=ésen9+C.

Assim,

x24/x2—9 9x

Exercicio 9.33. Calcule as primitivas.

1. fx31/x2—3dx 2. f‘/%dx. 3. f‘/%dx
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Capitulo 10

Applicacoes

10.1 Comprimento de arco

O procedimento usado na definicdo da integral de Riemann (cortar, somar, tomar um li-
mite) pode ser ttil em outras situagoes. As trés proximas se¢oes serdo dedicadas ao uso de
integrais para calcular quantidades geométricas associadas a funcdes. Comeceremos com o
comprimento de arco.

Vimos acima que a integral de Riemann permite calcular a drea debaixo do grafico de uma
funcéo f : [a, b] — R. Mostraremos agora como calcular o comprimento do grafico, via uma
outra integral formada a partir da funcao.

Procederemos seguindo a mesma ideia, aproximando o comprimento por uma soma. Es-
colhamos uma subdivisao do intervalo [a, b] por intervalos [x;, x;,1]:

ol S

|
|
|
|
|
|
1
a Xi Xit1

Aproximaremos o comprimento do grafico da funcio, em cada intervalo [x;, x;,;], pelo
comprimento do segmento que liga (x;, f (x;)) a (x;11, f (x;11)), dado por

f(xii1) _f(xi))z
AX; ’

L

\/Axi2 +(f(xip) = f(x))2 = Axi\l 1 +(

em que Ax; = x;,; — X;. Quando Ax; — 0, o quociente tende a f'(x;). Logo, o

comprimento do grdfico, L, é aproximado pela soma

F i) —f (i)
AXi

n

D VI FPAx,

i=1
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que é uma soma de Riemann associada a fungdo 4/1+ f/(x)2. Logo, tomando um limite
em que o numero de intervalos cresce e o tamanho de cada intervalo tende a zero, obtemos
uma expressao para L via uma integral:

b
L= J 1+ f/(x)*dx. (10.1)

Exemplo 10.1. Calculemos o comprimento do grafico da curva y = §x3/ 2entrex =0e
x = 1. Como (£x°/2) = J/x,

L:J 1+(ﬁ)2dx:J V1+xdx=2%(v8-1).

<

Devido a raiz que apareceu na férmula (10.1) (ap6s o uso do Teorema de Pitdgoras), as in-
tegrais que aparecem para calcular comprimentos de graficos podem ser dificeis de calcular,
isso mesmo quando a funcao f é simples:

Exemplo 10.2. O comprimento da pardbola y = x? entre x = —1 e x = 1 é dado pela
integral

1
sz v1+4x2dx.
-1
Vimos na Sec¢do 9.5.5 (ver o Exercicio 9.32) como calcular a primitiva de v'1 + 4x2 usando

uma substituicdo trigonométrica. o

Exercicio 10.1. Mostre, usando uma integral, que a circunferéncia de um disco de raio R é
27R.

Exercicio 10.2. Calcule o comprimento da corda pendurada entre dois pontos A e B, descrita
pelo grdfico da funcdo f(x) =coshx, entre x =—1e x = 1.

Exercicio 10.3. Calcule o comprimento do grdfico da func¢do exponencial f(x) = e*, entre

x=0ex=1. (Dica: u= +1+e2x,)

10.2 Sdlidos de revolucao

Nesta secdo usaremos a integral para calcular o volume de um tipo particular de regido do
espaco, chamada de sdlidos de revolugdo. (Em Célculo III, volumes de regides mais gerais
serdo calculados usando integral tripla.)

Considere uma funcéo positiva no intervalo [a, b], f : [a,b] — R,. Seja R a regido delimi-
tada pelo grafico de f, pelo eixo x e pelas retas x = a, x = b:

&
R

a b

X
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Sabemos que a drea de R é dada pela integral de Riemann

b
area(R) = f flx)dx.

Consideremos agora o sélido S obtido girando a regido R em torno do eixo x, como na
figura abaixo:

Sélidos que podem ser gerados dessa maneira, girando uma regido em torno de um eixo,
sdo chamados de sdlidos de revolucdo. Veremos situacées em que a regido ndo precisa ser
delimitada pelo grafico de uma funcdo, e que o eixo ndo precisa ser o eixo x.

Exercicio 10.4. Quais dos seguintes corpos sdo solidos de revolu¢do? (Quando for o caso, dé
a regido e o eixo)

1.

2
3.
4
5

A esfera de raio r.

O cilindro com base circular de raio r, e de altura h.
O cubo de lado L.

O cone de base circular de raio r e de altura h.

O toro de raios 0 < r <R.

Nesta secdo desenvolveremos métodos para calcular o volume V(S) de um sélido de revolu-
cdo S. Antes de comecar, consideremos um caso elementar, que serd também usado para o
caso geral.

Exemplo 10.3. Suponha que f é constante em [a, b], isto é: f(x) = r > 0 para todo
x €[a,b]:
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Neste caso, o sélido gerado S é um cilindro (deitado). A sua base é circular de raio r, e a
sua altura é b — a. Pela formula bem conhecida do volume de um cilindro,

V(S) = 4rea da base x altura= nr?(b—a). (10.2)
<o

Queremos agora calcular V(S) para um sdélido de revolucdo qualquer.

O procedimento serd o mesmo que levou a propria definicdo da integral de Riemann: apro-
ximaremos S por sélidos mais elementares. Usaremos dois tipos de sélidos elementares: ci-
lindros e cascas.

10.2.1 Aproximacao por cilindros

Voltemos para o s6lido de revolucdo da secdo anterior. Um jeito de decompor o sélido S é
de aproxima-lo por uma unido de fatias verticais, centradas no eixo x:

Cada fatia € obtida girando um retangulo cujo tamanho € determinado pela funcdo f. Para
ser mais preciso, escolhemos pontos no intervalo [a,b], xo =a < x; < Xy < -++ < X, <
x, = b, eacadaintervalo [ x;_;, x; ] associamos o retangulo cuja base tem tamanho (x;—x;_;)
e cuja altura € de f(x;). Ao girar em torno do eixo x, cada um desses retdngulos gera uma
fatia cilindrica F;, como no Exemplo 10.3:

a /N b

Xi—1 X X
F.

1

Mas, como a fatia F; é um cilindro deitado de raio f(x;) e de altura Ax; = x; —X;_;, O seu
volume ¢ dado por V(F;) = nf (x;)*Ax;. Logo, o volume do sélido S pode ser aproximado
pela soma dos volumes das fatias, que é uma soma de Riemann:

ZHJV(FJ = Zn: nf(x;)*Ax;.
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Quando o numero de retangulos n — o0 e que todos os Ax; — 0, esta soma converge
(quando f(x)? pe continua, por exemplo) para a uma integral de Riemann que permite
(em principio) calcular o volume exato do sélido S:

b
V(S) = J nf(x)*dx. (10.3)

Exemplo 10.4. Seja R a regido delimitada pela curva y = senx, pelo eixo x, e pelas duas
retas verticais x = 0 e x = 7. Calculemos o volume do sé6lido S obtido girando R em torno
do eixo x:

Pela férmula (10.3), o volume deste sdlido é dado pela integral

Y

V= J n(senx)?dx = 7'5{£ —w}

N

2 4 Jlo
O método permite calcular volumes classicos da geometria.
Exemplo 10.5. Sejar > 0 fixo e R aregido delimitada pela semi-circunferéncia y = +/r2 — x2,

entre x = —r e x = +r, e pelo eixo x. O solido S obtido girando R em torno do eixo x é
uma esfera de raio r centrada na origem:

Pela férmula (10.3), o volume da esfera é dado pela integral

V() = J 7':(\/ r2 —x2)2 dx

=7 (r>—x?)dx

—r
_ 2. x%
—n{rx 3}

=—mr3..

3

+r

—-r
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10.2. Sélidos de revolucdo CAPITULO 10. APPLICACOES

Exercicio 10.5. Um vaso é obtido rodando a curva y = f(x) em torno do eixo x, onde

—x+3 se0<x<2
x—1 se2<x<3.

f(X)={

Esboce o vaso obtido, em trés dimensoes, e calcule o seu volume.

O importante, nesta secao, é de ndo tentar decorar formulas, e sim entender como montar
uma nova férmula em cada situacdo. Vejamos como, no seguinte exemplo.
Exemplo 10.6. Considere a regido R do primeiro quadrante, delimitada pelo gréfico da
funcio f(x) = 1— x2. Considere os sélidos S; e S,, obtidos rodando R em torno, respecti-
vamente, do eixo x e y:

Calculemos, para comecar, o volume do sélido S;. O raciocino ja descrito acima permite
usar a féormula:

1 1
V(51)=f ﬂ(l—xz)zdxznf {1—2x2+x*}dx =52,
0 0

Consideremos agora o sélido S,. Por ser um sélido de revolucdo em torno do eixo y, a
aproximacao mais natural é de usar fatias horizontais, centradas no eixo y, como na figura
a seguir:

0 1

Neste caso, dividimos o intervalo y € [0,1] em intervalos [y,_;, y;]. Ao intervalo [y;_;,y;]
associamos uma fatia horizontal F; de altura Ay; = y; — y,_; de de raio 4/1 —y;. De fato,
ja que F; estd na altura y;, o seu raio é dado pelo inverso da funcio x — 1 —x? (isto é y —
+/1—y) no ponto y;. Assim, V(F;) = m4/1 —yiszi, e o volume de V(S,) é aproximado
pela soma das fatias:

n

zn: V(F) =) n(1—y)AY,.
i=1

i=1
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CAPITULO 10. APPLICACOES 10.2. Sélidos de revolugdo

Portanto, no limite n — oo, combinado com Ay; — 0, obtemos:

V(Sz):J n(l—y)dy =7.

Na préxima secdo mostraremos um outro jeito de calcular V(S,). o

Exercicio 10.6. Considere a regido finita R contida no primeiro quadrante, delimitada pelas
curvas y = x%, y = x*. Calcule o volume do sélido de revolugdo obtido girando R em torno do
eixo y.

(Havera mais exercicios no fim da préxima secdo.)

10.2.2 Aproximacao por cascas

Os exemplos considerados na secéo anterior partiam de uma decomposi¢do do sélido usando
fatias cilindricas. Vejamos agora um outro tipo de decomposicdo, usando cascas.

Exemplo 10.7. Considere de novo a regido R do Exemplo 10.6 (a drea debaixo da pardbola),
e o solido S, gerado pela rotagdo de R em torno do eixo y. La, V(S,) foi calculado usando
uma integral, que foi construida a partir de uma soma de cilindros, obtidos pela rotagdo
de retangulos horizontais em torno do eixo y. Procuremos agora calcular o mesmo volume
V(S,), mas com uma integral obtida a partir de uma soma de cascas. Cascas sdo obtidas
pela rotacdo de retangulos verticais, em torno do eixo y:

(x;)
/ \
Xi—1 X

O volume da casca C; pode ser calculado pela diferenca dos volumes de dois cilindros: o
externo tem raio x;, o interno tem raio x;_;, € ambos tém altura f (x;). Logo,

V(C) = ﬂxiz x f(x;)— ﬁxiz_l x f(x;)= ﬂ(xiz—xiz_l)f(xi)-

Fatorando, x? —x? | = (x; + x;_;)(x; — x;_;). Quando Ax; = x; — x;_; for muito pequeno,
isto é quando x; e x;_; forem muito proximos, podemos aproximar x; + x;,; por 2x;. Logo,

V(C;) ~27mtx;f (x;)Ax; .

Obs: essa férmula é facil de entender observando que a casca C; pode ser obtida torcendo
um paralelepipedo cuja base € o retangulo de base (x; —x;_;) x f(x;) e de altura dada pela
circunferéncia do circulo de raio x;, isto é 27 x;. (Atencdo: esse raciocino é correto somente
se a base do retangulo é pequena em relacdo a sua distancia ao eixo de rotacgéo!)
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10.2. Sélidos de revolucdo CAPITULO 10. APPLICACOES

Portanto, o volume so so6lido S, pode ser calculado via a integral associada as somas de
Riemann dos V(C,), isto é:

V(Sy)=| 2mxf(x)dx.

Como era de se esperar, essa integral vale

1
V(Sy) =] 2nx(1—x*)dx=7%.
0
<
O ultimo exemplo mostrou que o volume de um sélido pode ser calculado de varias ma-

neiras; usando cilindros ou cascas para o mesmo solido pode levar a integrar fun¢des muito
diferentes, e uma escolha pode facilitar o cdlculo da primitiva.

Exemplo 10.8. Considere o tridngulo & determinado pelos pontos A = (1,0), B = (1,1),
C=(2,0).

Para comecar, considere o cone S; obtido girando & em torno do eixo x:

Seremos um pouco informais: o retdngulo infinitesimal baseado em x tem uma largura dx
e uma altura f (x) = 2—x (que é a equacao da reta que passa por B e C). Ao girar em torno
do eixo x, ele gera um cilindro infinitesimal cuja base tem &rea igual a 7f(x)?, e altura
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CAPITULO 10. APPLICACOES 10.2. Sélidos de revolugdo

dx. Logo, o volume do cilindro é nf(x)? x dx = m(2—x)?dx, e o volume de S, é obtido
integrando todos os cilindros, quando x varia de 1 até 2:

2
V(S,) =f m(2—x)*dx. (10.4)
1
Mas € possivel também calcular V(S;) girando retangulos horizontais:

1 ,,,,,,,,,,
y dy« :r\
0

h(y)

Um retangulo horizontal infinitesimal é definido pela sua posicdo com respeito ao eixo y,
pela sua altura, dada por h(y) = (2—y)—1 = 1—y (aqui calculamos a diferenca entre
a posicao do seu ponto mais a direita e do seu ponto mais a esquerda). Ao girar em torno
do eixo x, esse retangulo gera uma casca cujo raio € y, cuja altura é h(y) e cuja espessura
€ dy; logo, o seu volume € 2ty x h(y) xdy = 2ny(1— y)dy. Integrando sobre todas as
cascas, com y variando entre 0 e 1:

1
V(Sl):f 2ny(1—y)dy. (10.5)
0

Exercicio 10.7. Verifique que os valores das integrais em (10.4) e (10.5) sdo iguais.

Consideremos agora o solido S, obtido girando & em torno da reta de equacgédo x = 3.

Comecemos girando retangulos verticais:

f(x)

dx
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10.2. Sdlidos de revolugédo CAPITULO 10. APPLICACOES

Ao girar o retdngulo representado na figura em torno da reta x = 3, isto gera uma casca
de raio r(x) =3 —x, de altura f (x) = 2—x e de espessura dx. Logo, o seu volume é dado
por 27tr(x) x f(x) x dx = 2n(3 —x)(2 —x)dx. O volume de S, é obtido integrando com
respeito a x, entre 1 e 2:

2
V(SZ)=f 2n(3—x)(2—x)dx.
1

Girando agora retdngulos horizontais:

Ao girar em torno da reta vertical x = 3, o retangulo horizontal gera um anel, de altura dy,
de raio exterior R(y) = 2, de raio interior r(y) =3—(2—y) =1+ y. O volume desse anel
¢ dado por mR(y)?* x dy — mr(y)? x dy. Logo, o volume de S, ¢ dado pela integral

V(S,) = f (m22—n(1+y)»)dy.

10.2.3 Exercicios

Exercicio 10.8. Considere a regido R delimitada pelo grdfico da fun¢do y = senx, pelo eixo
x, e pelas duas retas x = /2, x = m. Calcule a drea de R. Em seguida, monte uma integral
(ndo precisa calculd-la) cujo valor dé o volume so sdlido obtido girando R: 1) em torno do eixo
X, 2) em torno da reta x = T.

Exercicio 10.9. Mostre que o volume de um cone de base circular de raio R e de altura H é
igual a V = 1nR?H.

Exercicio 10.10. (Prova 3, 2010, Turmas N) Calcule o volume do sdlido obtido girando a
regidfo R={(x,y):1<x<e,0<y<,xInx}em torno dareta y = 0.

Exercicio 10.11. Considere a regido R delimitada pela pardbola y = x?, pelo eixo x e pela reta
x = 1, contida no primeiro quadrante. Para cada uma das retas abaixo, monte uma integral
(sem calculd-la) que dé o volume do sélido obtido girando R em torno da reta r, usando a)
cilindros, b) cascas.

1. y=0, 3. y=-1, 5 x=1,

2. y=1, 4. x=0, 6. x =—1.
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CAPITULO 10. APPLICACOES 10.3. Areas de superficies de revolucio

Exercicio 10.12. Monte uma integral cujo valor seja igual ao volume do sdlido obtido girando
a regido R (finita, delimitada pela curva y = 1—(x —2)? e o eixo x) em torno da reta y = 2.

Exercicio 10.13. Considere o sdlido S obtido girando o grdfico da fun¢do f (x) = cosh(x) em

torno da reta y = 0, entre x = —1 e x = +1. Esboce S, e calcule o seu volume. (Lembre que
. X+ —X

cosh(x):=*5—.)

Exercicio 10.14. Considere a regido R delimitada pelo grdfico da fungdo f(x) = cosx, pelas

retas x = %, x = 1, e pelo eixo x. Monte duas integrais, cujos valores ddo o volume do sélido

de revolugdo obtido girando R em torno 1) da reta x = 7, 2) da reta y = —1.

Exercicio 10.15. Um toro é obtido girando um disco de raio r em torno de um eixo vertical,
mantendo o centro do disco a distancia R (R > r) do eixo. Mostre que o volume desse toro é
igual a 27°r°R.

10.3 Areas de superficies de revolucio

Suponha que se queira calcular a drea da superficie do sélido do inicio da Se¢do 10.2 (sem
os dois discos de frente e de tras), denotada A(S). De novo, aproximaremos a area A(S) por
uma soma de dreas mais simples.

Para decompor a drea em dreas mais elementares, escolhamos uma divisdo a = x, < x; <
- < x, = b, e para cada intervalo [x;_;,X;], consideremos o anel J; obtido girando o
segmento ligando (x;_;, f (x;_1)) a (x;, f (x;)) em torno do eixo x:

Xi1 /N X;

Pode ser verificado que o anel J; tem uma area dada por

AW = 14/ (= xi_)2 + (F () — £ Oc))2(f () + £ (x21)) - (10.6)

Quando Ax; = x; — x,_, for suficientemente pequeno, e se f for continua, f (x;) + f (x;_;)
pode ser aproximada por 2f (x;). Logo, colocando Ax; em evidéncia dentro da raiz,

A(J) ~2m f(xi)\l 1+(L (xi);j: _(xi—l))z)Axi . (10.7)

Quando Ax; for pequeno, o quociente (% pode ser aproximado por f’(x;). Logo, a

area total pode ser aproximada pela soma de Riemann

DIAU) = D 2mf () 1+ (F(x))Ax;
i=1 i=1
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10.4. Energia potencial CAPITULO 10. APPLICACOES

Quando n — oo e todos os Ax; — 0, a soma de Riemann acima converge para a integral

b
A(S) = f 27 (x)y/1+(f'(x))2dx. (10.8)

Exemplo 10.9. Considere a superficie gerada pela rotagio da curva y = 4/x em torno do
eixo x, entre x =0 e x = 1. A sua area é dada pela integral

1 1
A(S):J 2nﬁ,/1+(ﬁ)2dx:nf V1+4xdx =Z(5%%-1).
0 0

Exercicio 10.16. Prove (10.6).

Exercicio 10.17. Mostre que a drea da superficie de uma esfera de raio R € igual a 47R>.

10.4 Energia potencial

(em construcao)

10.5 Resolvendo equacoes diferenciais

(em construcao)
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Capitulo 11
Integrais improprias

A integral de Riemann foi definida naturalmente para uma funcéo f : [a, b] — R continua,
como um limite de somas de retangulos. Nesta secdao estudaremos integrais de funcdes em
intervalos infinitos, como [0, ©0) ou a reta inteira, ou em intervalos do tipo (a, b], em que
a funcao pode possuir alguma descontinuidade (uma assintota vertical por exemplo) em a.
Tais integrais sdo chamadas de imprdprias, e sdo muito usadas, em particular no estudo de
séries (Calculo II e CVV) e na resolucao de equagoes diferenciais (transformada de Laplace,
transformada de Fourier, etc).

11.1 Em intervalos infinitos

Consideremos para comegar o problema de integrar uma funcdo num intervalo infinito,
f :[a,o0) — R. Vemos imediatamente que ndo tem como definir somas de Riemann num
intervalo infinito: qualquer subdivisdo de [a, ©0) contém um ndmero infinito de retangulos.
O que pode ser feito é o seguinte: escolheremos um numero L > a grande mas finito,
calcularemos a integral de Riemann de f em [a, L], e em seguida tomaremos o limite L. —
00

Definicao 11.1. Seja f : [a, 00) — R uma fungdo continua. Se o limite
[e’e} L
f f(x)dx::Llim J f(x)dx, (11.1)

. . . . . . . Ve . oo 7 .
existir e for finito, diremos que a integral imprdpria fa f(x)dx converge. Caso contrdrio,
ela diverge. Integrais impréprias para f : (—o0o, b] — R se definem da mesma maneira:

b b
f f(x)dx:=Lllr£10J flx)dx. (11.2)

Exemplo 11.1. Considere f(x) =e™ em [0, +00):

L—oo

oo L
fo e Xdx = limJO e_xdszlin.}o{—e_xHé:Llingo{l—e_L}zl,
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11.1. Em intervalos infinitos CAPITULO 11. INTEGRAIS IMPROPRIAS

o oo — / ~ ..
que ¢é finito. Logo, f , € ‘dx converge e vale 1. Como e é uma funcéo positiva no

. >°] p— . 7
intervalo [0, c0) todo, o valor de fo e “dx pode ser interpretado como o valor da area
delimitada pela parte do grafico de e™™ contida no primeiro quadrante, pelo eixo x e pelo
eixo y:

y e_x
area= 1
Observe que apesar dessa area nao possuir limitacdo espacial, ela é finita! o

Exemplo 11.2. Considere f(x) = % em[1,00):

< dx . g dx . L )
— = lim — = lim {lnx}|1: lim InL = 0.
1 X L—oo 1 X L—oo L—oo

area= 00

Neste caso, a interpretacdo de floo de = 00 € que a area delimitada pelo grafico de f(x) = %
é infinita. o
Observacao 11.1. As duas funcoes consideradas acima, e™ e %, tendem a zero no infinito.
No entanto, a integral imprdpria da primeira converge, enquanto a da segunda diverge.
Assim, vemos que ndo basta uma fungdo tender a zero no infinito para a sua integral imprdpria
convergir! De fato, a convergéncia de uma integral improépria depende de qudo rdpido a
funcéo tende a zero. Nos exemplos acima, e ™ tende a zero muito mais rdpido ! que % No
caso, e * tende a zero rdpido o suficiente para que a area delimitada pelo seu grafico seja
finita, e % tende a zero devagar o suficiente para que a area delimitada pelo seu grafico seja
infinita. °
Exemplo 11.3. Considere a integral impropria

OO;dx_hn‘l L;dx
L VX(e+1) T e ) Ux(x+1) T

Com u = 4/x temos dx = 2udu. Logo,

| Ty JI
—dx:2f du:{Zarctanu} g
ﬁ Vx(x+1) . u+1 !

—Xx

e X

1Por exemplo, usando a Regra de B.H., lim,_, o, =lim,_, . 5 =0.

1
x
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CAPITULO 11. INTEGRAIS IMPROPRIAS 11.1. Em intervalos infinitos

Tomando o limite L — oo,

~ 1 1 i i T Y
Jl NI 2 lim {arctan(v1) -3} =2{5 -5} =7,

que ¢ finito. Logo, a integral imprépria acima converge, e o seu valor é 7. o
A funcio integrada, numa integral imprépria, ndo precisa ser positiva:
. oo J— . ~ . 7 .
Exemplo 11.4. Considere f , ¢ 'senxdx. Usando integragdo por partes (veja o Exercicio
9.19),

o0
L
— 13 1 _— 1 9. —L 1
JO e xsenxdx—Llirgo{—ze "(senx+cosx)}‘0—ELango{l—e (senL+cosL)}—§.

Logo, a integral converge. Apesar do valor % ser > 0, a sua interpretacdo em termos de drea
ndo é possivel neste caso, ja que x — e * sen x é negativa em infinitos intervalos:

e *senx

/ N ]

Exercicio 11.1. Estude a convergéncia das seguintes integrais improprias.

€O Gl S 0

1 ], 5 4. [, cosxdx 7. [ . e'sen(2t)dt
oo ) oo

2. fz x%dx 5 ], xczlf-l 8 |, lnTxdx
O dx €O gl €O

3. 1 %7 6. = 9. fO x4—+1dx

Exercicio 11.2. Se f : [0,00) — R, a transformada de Laplace de f(x) é a funcdo L(s)
definida pela integral imprépria

L(s)::f e f(x)dx, s=0. (11.3)
0

Calcule as transformadas de Laplace das seguintes funcées f (x):

—ax

1. k (constante) 2. x 3. senx 4. e

Exercicio 11.3. Estude f(x):=— . Em seguida, calcule a drea da regido contida no semi-

espaco x = 0, delimitada pelo grdfico de f e pela sua assintota horizontal.

Exercicio 11.4. Estude a fun¢do f (x):= 1f;x. Em seguida, calcule a drea da regido contida no

semi-plano x > 0 delimitada pelo grdfico de f e pela sua assintota.
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11.2. As integrais [ % CAPITULO 11. INTEGRAIS IMPROPRIAS

Intuitivamente, para uma funcdo f continua possuir uma integral imprépria convergente
no infinito, ela precisa tender a zero. Vejamos que precisa de mais do que isso, no seguinte
exercicio:

Exercicio 11.5. Dé um exemplo de uma fung@o continua positiva f : [0,00) — R, que ndo
tende a zero no infinito, e cuja integral imprépria f o f(x)dx converge.

Exercicio 11.6. Considere a fungdo Gamma, definida da seguinte maneira:
Yz >0, F(z)::J xFe “dx.
0

Verifique que T'(0) =1, T'(1) = 1, I'(2) = 2, I'(3) = 6. Mostre que para todo inteiro n,
I'n)=n-T(n—1).

Conclua que nos inteiros, I'(n) = n!.

oodx

11.2 As integrais f

Consideremos as funcoes f(x) = X—P, onde p é um numero positivo. Sabemos (lembre da
Secdo 2.2.1) que quanto maior p, mais rdpido - < tende a zero (lembre sa Se¢do 2.2.1):

Logo, é razodvel acreditar que para valores de p suficientemente grandes, a integral im-
7 . oo . . .
propria fa i—’; deve convergir. O seguinte resultado determina exatamente os valores de p
para os quais a integral converge ou diverge, e mostra que o valor p = 1 é critico:

Teorema 11.1. Seja a > 0. Entdo

° >1
J d_x {converge sep (11.4)

diverge se p < 1.

Demonstragdo. O caso critico p =1 ja foi considerado no Exemplo (11.2): para todo a > 0,

[e%°) L
f d—x:Iimf d_x hm{lnL—lna} 0.

X L—oo

Por um lado, quando p # 1,

Fdx  xtp 1 { 1 1}
a xP —p+1la 1—plrr1  gr1
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CAPITULO 11. INTEGRAIS IMPROPRIAS 11.3. O critério de comparacdo

Lembra que pelo Exercicio 4.6 que se p > 1 entdo p —1 > 0, logo lim;_,, Lpl—,l =0,ea

integral
“ dx ) P dx 1
— = lim — =< 00,
. XP Looo ) o xP (p—1ar?

logo converge. Por outro lado se p < 1, entdo 1 —p > 0, lim; ., ;7 =00 €

isto é diverge. ]

Exercicio 11.7. Estude as seguintes integrais improprias em fungdo do pardmetro o

1. faoo j;a 2. fl a2,3 3. f (lnx)z’lx

Exercicio 11.8. Fixe q > 0 e considere o solido de revolugdo obtido rodando a curva y = xiq,

x =1, em torno do eixo x. Determine para quais valores de q esse sélido tem volume finito.

11.3 O critério de comparacao

Em geral, nas aplicacOes, a primeira questdo é de saber se uma integral imprépria converge
ou ndo. Em muitos casos, é mais importante saber se uma integral converge do que conhe-
cer o seu valor exato.

O nosso objetivo nesta secao serd de mostrar como a convergéncia/divergéncia de uma in-
tegral impropria pode as vezes ser obtida por comparagdo com uma outra integral imprdpria,
mais facil de estudar. Comecemos com um exemplo elementar:

Exemplo 11.5. Pela definicdo, estudar a integral i 1mpropr1a fl significa estudar o li-

x3+1

mite lim; _, . fl =3 +1 Ora, calcular a primitiva de 3 — € possivel, mas da um certo trabalho,
€cOmo Visto no Exerc1c1o 9.23. Por outro lado, em termos do comportamento em x para x
grande a funcédo 3 — ndo é muito diferente da fungéo <. Na verdade, para todo x > 0,
x® + 1 é sempre maior que x°. Logo, x3 — € menor que 3 no intervalo [1,00), o que se
traduz, em termos de integral definida, por

L
J dx J g dx
3 < —-
;] X°+ 1 1 X
Tomando o limite L — o0 em ambos lados obtemos

dx _ [ dx (11.5)
, x3+1 . X3

Logo, se a integral do lado direito de (11.5) € finita, a do lado esquerdo é finita também. Ora,
a do lado direito é da forma fl x = com p = 3> 1. Logo, pelo Teorema 11.1, ela converge,

portanto (11.5) implica que fl converge também.

x3+1
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11.3. O critério de comparacdo CAPITULO 11. INTEGRAIS IMPROPRIAS

A551m foi provado com custo minimo que _f ) converge, sem passar pela primitiva de

3 1
x>+ bt
x3 — . O leitor interessado em calcular o valor exato de f x3 -, poderd usar a primitiva

obtida no Exercicio 9.23. o

Comparacdo pode ser usada também para mostrar que uma integral diverge:

Exemplo 11.6. Considere f lnx dx. Aqui, podemos lembrar da integral fz , que di-
verge pelo Teorema 11.1. As duas integrais podem ser comparadas observando que Inx>1
para todo x > 3 > e, logo =* nx > % para todo x € [3,00). Logo, apos ter tomado o limite

L — oo,
f ln—deZJ d_x
3 X 3 X

Logo, como a integral do lado diverge e vale + 00, a do lado direito também. o

E importante ressaltar que o método usado acima funciona somente se as fungdes compa-
radas sdo ambas ndo-negativas! O método de comparacdo pode ser resumido da seguinte
maneira:

Proposicio 11.1. Sejam f,g : [a, 00) — R continuas, tais que 0 < f(x) < g(x) para todo

x € [a, 00). Entdo
oo

flx)dx < f g(x)dx

a

Em particular, se f aoo g(x) dx converge, entdo f aoo f (x)dx converge também, e se faoo fx)dx
diverge, entdo f aoo g(x)dx diverge também.

Observacao 11.2. O método de comparacdo € titil em certos casos, mas ele ndo diz qual
deve ser a funcdo usada na comparacdo. Em geral, a escolha da funcao depende da situacao.
Por exemplo, a presenca de x® no denominador levou naturalmente a comparar X%H com
xl—S, cuja integral improdpria € finita. Portanto, para mostrar que uma integral impropria
oo 7 . ~ .
f . f(x)dx converge, é preciso procurar uma 0gung;ao g tal que 0 < f(x) < g(x) e cuja
integral impropria é finita; para mostrar que f . f(x)dx diverge, é preciso procurar uma
funcdo h tal que f(x) > h(x) = 0 e cuja integral imprdpria € infinita. o

Exercicio 11.9. Quando for possivel, estude as seguintes integrais via uma comparagdo.

0 dx & dx x>—1
1 [ = 5 [, 555 8. [ 2dx
2. f X dx
1 \/—(X+1) 6 21 9 J-OO x2+1+senxdx
(%] : 1 X
3 dX
T+ex oo m
7. Lt dx

00 X 0 _(lnx)?
4. f2 = d 10. [, e " dx
Consideremos agora um resultado contraintuitivo, decorrente do manuseio de integrais
impréprias:
Exemplo 11.7. Considere o sélido de revoluc¢éo obtido rodando o grafico da fungéo f (x) =
iq em torno do eixo x, para x > 1 (o sélido obtido é as vezes chamado de “vuvuzela”). O
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sz ﬂf(x)zdx=ﬂf d_zx’
1 1 x=

que é convergente se p > %, divergente caso contrdrio. Por outro lado, como f'(x) = =&,
a area da sua superficie é dada por

A:f 27 f(x) 1+f’(x)2dx=27'cf %\/1+x2‘gszdx
1 1

2 oo 7 . 7 .
Como ¢/ 1+ ﬁ >1,temosA> 27 fl ‘jc—ff, que é divergente se g < 1. Logo, é interessante
observar que quando % < g <1, osdlido de revolucéo considerado possui um volume finito,
mas uma superficie infinita. o

seu volume é dado por

11.4 Integrais improprias em R

Integrais improprias foram até agora definidas em intervalos semi-infinitos, da forma [a, 00)
ou (—oo, b].

Definicao 11.2. Seja f : R — R. Se existir um a € R tal que as integrais improprias

J f(o)de, J f(o)dt

. ~ . . . e . (o] Ve . .
existem, entdo diz-se que a integral impropria f _o f(t)dt converge, e o seu valor € definido

como oo . -
J f(t)dt:=f f(t)dt+J f(o)dt.

Exercicio 11.10. Mostre que a fung¢do definida por

1 (7 e
(t):= e xdx, t>0
§ V2Tt J_o

¢ bem definida. Isto é: a integral imprdpria converge para qualquer valor de t > 0. Em seguida,
mostre que g € constante .

%Pode ser mostrado (ver Célculo III) que essa constante é 1.

11.5 Em intervalos finitos

Consideremos agora o problema de integrar uma funcdo num intervalo finito, por exemplo
da forma ]a, b]. Aqui, suporemos que f :]a,b] — R é continua, mas possui uma desconti-
nuidade, ou uma assintota vertical em a.

A integral de f em ]a, b] sera definida de maneira parecida: escolheremos um € > 0,
calcularemos a integral de Riemann de f em [a + €,b], e em seguida tomaremos o limite
€ —0*:
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Definicao 11.3. Seja f :]a, b] — R uma fungdo continua. Se o limite
b b
f flx)dx:= lir(l)l J f(x)dx (11.6)
at =07 a+te

.. s . q q P b Z o a
existir e for finito, diremos que a integral impropria f . S (x)dx converge. Caso contrdrio,
ela diverge. Integrais impréprias para f :[a,b) — R se definem da mesma maneira:

b~ b—e
J flx)dx:= lirgj flx)dx. (11.7)

Exemplo 11.8. A fun(;ao ¢ continua no intervalo ]0, 1], mas possui uma assintota vertical
em x =0.

L
vx t

Para definir a sua integral em ]0, 1], usemos uma integral improépria:

1
—lm ——lim2x):21im 1—+ve}=
o+ 1/_ 6—>0+J 6—>0+{ \/_} € 6—>O+{ f}
Assim, apesar da funcio tender a + 00 quando x — 0", ela delimita uma 4rea finita. >

Exemplo 11.9. Suponha que se queira calcular a drea da regido finita delimitada pelo eixo
x e pelo grafico da funcéo f(x) = x(Inx)? (essa funcéo foi estudada no Exercicio 8.6):

V\ x(lnx)?

| 1

Como f(x) nédo é definida em x = 0, essa drea precisa ser calculada via a integral imprépria

+

1 1
f x(lnx)*dx = li%qf x(Inx)*dx.
0 e=0t €

A primitiva de x(Inx)? para x > 0 j4 foi calculada no Exercicio 9.20: logo,

1

1 2
— 3

1 2 2 1
. s€°(Ine)* + 5e 2lne— 46

1
J x(lnx)de={%x2(lnx)2 1x2lnx + x}
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Pode ser verificado, usando a Regra de B.H., que lim__, . €*(In€)?* = lim__,,+ €2lne = 0, logo

1
f x(Inx)*dx = 1.
0

Exercicio 11.11. Estude as integrais improprias abaixo. Se convergirem, dé os seus valores.

T4 1 In(x) oo dt
L fo Jli_x 2. fo+ ﬁdx 3. fO* Ver—1
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Apéndice A

Solucoes dos Exercicios

Capitulo 1

1.1: (1) S = {0} (2) S = {1} (3) Observe primeiro que 0 nio € solu¢do (a divisdo por zero no lado esquerdo nio é nem definida).

Assim, multiplicando por x e rearranjando obtemos x2 4+ x —1 = 0. Como A = 5 > 0, obtemos duas solucbes: S = {#}. (Obs: o
—1++4/5

nimero —5*> = 0.618033989... é as vezes chamado de razio durea. Vejahttp://pt.wikipedia.org/wiki/Proporgéo_aurea)
(4) Para ter (x+1)(x—7) = 0, é necessdrio que pelo menos um dos fatores, (x +1) ou (x—7), seja nulo. Isto é, bastater x =—1 oux =7.
Assim, S = {—1,7}. Obs: querendo aplicar a férmula x = hty/b2dac ”ZZL‘MC de qualquer jeito, um aluno com pressa pode querer expandir o

produto (x + 1)(x — 7) para ter x> —6x —7 = 0, calcular A = (—6)> —4-1-(—7) = 64, e obter S = {%@} = {—1,7}. Mas além
de mostrar uma falta de compreenséo (pra que expandir uma expressao ja fatorada!?), isso implica aplicar uma férmula e fazer contas, o
que cria vérias oportunidades de errar!) (5) S =R (qualquer x torna a equacéio verdadeira!) (6) S={0,1} (7)S=@ (8) S= {—%} 9
s = {52,

1.3: Resposta: ndo. Sejam a e b os catetos do tridngulo. Para ter uma area de 7, é preciso ter % = 7. Para ter um perimetro de 12,
é preciso ter a + b + v a2 + b2 = 12 (o comprimento da hipotenusa foi calculada com o Teorema de Pitdgoras). Essa dltima expressdo
é equivalente a 12—a — b = Va2 + b2, isto é (tomando o quadrado em ambos lados) 144 — 24(a + b) + 2ab = 0. Como b = %, esta
equacio se reduz a uma equacio da tnica incégnita a: 6a® —43a +84 = 0. Como essa equacio tem A = —167 < 0, nio existe tridngulo
retangulo com aquelas propriedades.

1.4: A=[-2,2],B=[0,1),C=(—00,0),D =@, E=R, F = {1}, G = {0}, H =R,.

1.5: (1) (=1,00) (2) (—00, 31 (3) (=2, 00) (4) (0,00) (5) (—00,—~1]U[1,00) (6) @ (7) @ (8) R (9) (—00,0]U[1,00) Obs: aqui,
um erro comum é de comegar dividindo ambos lados de x < x2 por x, 0 que d4 1 < x. Isso d4 somente uma parte do conjunto das
solucoes, [1, 00), porque ao dividir por x, é preciso considerar também os casos em que x é negativo. Se x é negativo, dividir por x
dad 1 > x (invertemos o sentido da desigualdade), o que fornece o outro pedaco das solu¢des: (—oo0,0]. (10) (—o0,2) U (3,00) (11)
(—o0,—-7]U{0} (12) (—1,+1)U(2,4+00) (13) [0,+0o[ (14) S = (—00,—1]U(1,3]. Cuidado: tem que excluir o valor x = 1 para evitar
a divisdo por zero e a inequacdo ser bem definida. (15) Primeiro observemos que os valores x = 0 e x = —2 sdo proibidos. Em seguida,
colocando no mesmo denominador, queremos resolver ﬁ > 0. Isso é equivalente a resolver x(x 4+ 2) > 0, cujo conjunto de solucdes
é dado por (—o0,—2]U [0, 00). Logo, S = (—00,—2) U (0, 00) (tiramos os dois valores proibidos). (7) S = (—00,0) U (2,00). (17)
S = (—00,—2]U[0, 2]U[3,+00).

1.6: Umsé: n=1.

1.7: Resolvendo 0 < 2x — 3 obtemos S; = [%, 00), e resolvendo 2x —3 < x + 8 obtemos S, = (—00,11]. Logo, S=S; NS, = [%, 11]¢é
solucdo das duas inequacdes no mesmo tempo. Mas esse intervalo contém os primos p = 2,3,5,7,11. Logo, a resposta é: 5.

1.8: A expressdo correta € a terceira, e vale para qualquer x € R. A primeira estd certa quando x > 0, mas errada quando x < 0 (por
exemplo, v/(—3)2 = v/9 = 3(# —3)). A segunda também est4 certa quando x > 0, mas /x nio ¢ nem definido quando x < 0.

1.9: (1) Observe que como um valor absoluto é sempre > 0, qualquer x é solucéo de |x + 27| = 0. Logo, S = R. (2) Como no item
anterior, |[x — 2| > 0 para qualquer x. Logo, ndo tem nenhum x tal que |x —2| < 0, o que implica S = @. (3) Para ter [2x +3| > 0, a
tnica possibilidade ¢ de excluir |2x + 3| = 0. Como isso acontece se e somente se 2x + 3 = 0, isto ¢ se e somente se x = —3, temos
S=R\ {—%} = (—oo,—%) U(—%, +00). (4) Considere primeiro o caso em que 3—x > 0 (isto é x < 3). A inequagdo se torna 3 < 3 —x,
isto é x < 0. Logo, S; = (—00,0). No caso em que 3—x < 0 (isto é x > 3), a inequacdo se torna 3 < —(3 — x), isto é x > 6. Assim,
Sy = (6,+00). Finalmente, S = S; US, = (—00,0)U]6,+00). (5) S = @ (6) S = [—+/2, ¥/2]. Observe que por (1.12), |x2 —1| < 1 se
e somente se —1 < x2 —1 < 1. Assim, resolvendo separadamente as inequacdes —1 < x2 —1 e x> —1 < 1 leva a0 mesmo conjunto de
solugdes. (??) S = (%,2) u(2,4).
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1.10: (1) <0se x <—5,>0se x > —5, nula se x =—5. (2) > 0 paratodo x € R. (3) >0se x € R\ {5}, nulase x =5. (4) > 0 se
x € (—00,—v5)U(¥/5,00), < 0se x € (—+/5, +/5), nula se x = £+/5 (5) > 0 se x € (—00,—8)U(2,6), < 0se x € (—8,2)U (6, 00), nula
se x € {—8,6}. Observe que a expressdo ndo € definida em x =2. (6) > 0se x € (—1,1)U(1,00), <0se x <—1, nula se x € {—1,1}.
111 (D {(,y) :y >0} @ {(e,y) : x <0}, 3) {(6,y) : Ixl < 3,1yl < 3} @ {(x,y) : x =2}, 5) {x,y) : ¥y = =5}, (6)
{(x,y):y ==5}, (D {(x,y): 0< x <2}, (8) {P = (x,¥) : d(B(0,0)) = 1} = {(x, ) : x> + y* =1}, (9) {P = (x,¥) : d(B(1,—2)) <
2} ={(,y): (x =1+ (y +2)* <4},

1.12: R=(—3,100), T =(6,—2).

113 My=x,@Qy=1,)x=-3,@y=—3x+3,(5) y=3x+5.

1.14:

1.15: (D r':y=5x+10. 2 r':y=3x—9

1.16: Comecemos com um exemplo: considere a reta ry de inclinacdo m; = % que passa pela origem. Qual é a equacdo da reta r,
perpendicular a ry, que passa pela origem?

21 P, Yy

\ P, r

\
\
\

Observe que se P; = (3,1) € ry, entdo o ponto P, = (—1,3) € ry, ja que o segmento OP; precisa ser perpendicular a OP,. Logo, a
o

inclinagdo de r, pode ser obtida usando o ponto P,: m, = ﬁ = —3, 0 que prova my = —m%. Escolhendo qualquer outro ponto
P; =(x,y) em ry, obteriamos um ponto P, = (—y, x), e m, seria calculada da mesma maneira.
Para uma reta de inclinacdo m; qualquer, podemos escolher P; = (1,m;) e P, = (—mq, 1), assim my = 07(():,1“1) = —m% é sempre

verificada.
1.17: ry e ry sdo paralelas, e ambas sdo perpendiculares a r3.

1.18: (1) C = (0,—1), R = 3. (2) ndo é circulo: —1 nfo é um quadrado. (3) C = (3,0), R = 3. (4) no é circulo: depois de ter
completado o quadrado obtemos (x + %)2 +(y+ %)2 = —%, que ndo é um quadrado. (5) ndo é circulo: depois de ter completado o
quadrado obtemos (x + 1)%+y%2=0 (que poderia ser interpretado como um circulo de raio R = 0 centrado em (—1,0)). (6) néo é circulo
(x2 —y2 =1 é uma hipérbole).

1.19: Durante uma hora e quinze minutos, o ponteiro dos segundos dé 75 voltas. Como uma volta representa uma distancia percorrida
(pela ponta) de 2 x 7 x 20 ~ 125.66 centimetros, a distancia total é de ~ 9424.5 centimetros, o que corresponde a ~ 94.25 metros.

1.21:
:sen%z@, cos%z%, tan = V3.
1
/3
2
ﬁsen%z%, cos%:‘?, tan%z‘%.

NI=
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d(tan f—tana)
tanatan 3

1.22: H=

1.23: Todas essas identidades seguem da observacdo do circulo trigonométrico. Por exemplo, o desenho

o~}

sen(i Za).
DUIS .-

cos(m—a) cosa
mostra que cos(t —a) = —cosa e sen(n — a) = sena. Como consequéncia,
sen(m—a
tan(mr —a) = ¥ =—tana.
cos(m—a)

Deixemos o leitor provar as identidades parecidas com 7t + a. Por outro lado, o desenho

sen(3 —a) E B

8 )
s "

A 2@ o
B e

| S
Q a

=

cosa

mostra que cos(§ —a) =sena e sen(§ —a) = cosa. Como consequéncia,

sen(% —a) _cosa _

tan(Z —a)= ——— = —- = ——
(3 -a) cos(3 —a) sena  tana

=cotana.

1.25: (1.26) segue de (1.25) trocando 8 por —f3 e usando (1.19). Para provar (1.27), basta usar (1.26) da seguinte maneira:

cos(a+ B)=sen(% —(a+p))
= sen( %—a)—[}))
=sen(5 —a)cosf —cos(5 —a)senf
=cosacosf3 —senasenf.

Para (1.28),

sen(a + senacos 0 + cosasen tana + tan
an(as )= NEEB) p B _ p

cos(a+pf) cosacosP—senasenfp 1—tanatanf

A tltima igualdade foi obtida dividindo o numerador e o denominador por cos a cos f3.

1.26: As duas primeiras seguem das identidades anteriores, com 3 = a. A terceira obtem-se escrevendo:

2

— ay — 23 a _ a x _ 3
sena =sen(25) = 2sen 5 cos 5 = 2tan 5 cos” 5 = tan 5(cosa + 1).

Sera que vocé consegue provar (1.33) somente a partir do circulo trigonométrico?
A dltima, (1.34), se obtem facilmente a partir de cos(a = f3). Observe que a relacdo (1.34) é a base da técnica chamada ring modulation
em musica eletronica.

1.27: Ainclinago é dada por tan60° =tan § = V3 (Exercicio 1.21). Logo, a equacéo é y = v/3x —1—2+/3.

1.28: Observe que boa parte das equacdes desse exercicio possuem infinitas solugdes! As solucbes obtém-se essencialmente olhando
para o circulo trigonométrico. (1) S = {5 +km, k € Z}. (2) S = {§ £k2n} U {5?" tk2n} B S ={F£knm,kez. 4S =
{£kn} U {5 + 2km}. (5) Observe que z:=senx satisfaz 2%+ %z —1=0,istoéz = % ou —2. Como o seno somente toma valores entre

—1 e 1, senx = —2 ndo possui solugdes. Por outro lado, senx = % possui as solucdes {% +k2n} U {%“ + k27}, como visto em (2).
Portanto, S = {§ £ k2n} U {5?" tk2m}. (6) S=[%, %’T] e as suas translacoes de £2km. (7) S = (%, 3:T’T) u (ST", %’T) e as suas translacdes

de +2kmt. (8) Rearranjando obtemos sen(2x) = —%, o que significa 2x € {%” +2km}U {“T“ +2km}. Logo, S = {% +kn}u {111—2” + kr}
(9) S = {kn,k € Z} U{Z +2km, k € Z} U {3 + 2kn,k € Z}.
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Capitulo 2

21: ()D=R\{-8,5) (2 D=R\{0} @ D=R@ D=R (5 D=R\{0,3} (6) D =[1,00) (7) D = (—00,—1]U[1,00) (8)
D =[1,00)\ {2} (9 D =R\ {1} (10) D = (—1,+1) (11) D = {1} (12) D = [0,1) (Atencfo: é necessario que o numerador e o
denominador sejam bem definidos.) (13) D = R\ {% + km,k € Z} (14) D =unido dos intervalos [k27, w + k27t], para k € Z. (15)
D =R, . Observe que apesar da funcéo ser identicamente nula, o seu dominio néo é a reta toda. (16) D = {0} (e ndo D = @!).

2.2: (1) x2 é limitada inferiormente (M_ = 0) mas ndo superiormente: toma valores arbitrariamente grandes quando x toma valores
grandes. (2) No-limitada. De fato, tanx = 2% e quando x se aproxima por exemplo de 7, senx se aproxima de 1 ecosx de 0, o

cosx ?
que d4 uma divisdo por zero. (D& uma olhada no gréafico da funco tangente mais longe no capitulo.) (3) E limitada: xZ T 20=M,
<7 1 =1=M,. 4 Limitada inferiormente (M_ = 0), mas nio superlormente o dominio dessa fungao é

como x2+1 > 1, temos

2+1
(—00,1), e quando x < 1 se apr0x1ma de 1, v/'1—x se aproxima de zero, o que implica que ‘/: toma valores arbitrariamente grandes.

5) Observe que o denominador x3 — x% + x — 1 se anula em x = 1. Logo, o dormmo da funcdo é R\ {1}. Fatorando (ou fazendo a

divisdo), x® —x2+x—1 = (x —1)(x2 + 1). Portanto, quando x # 1, x3—§2+1—x e 1)(X2+1) leﬂ Como ehrmtada (item (3)),

¢ limitada. (6) Nao-limitada. Apesar de sen x ser limitado por —1 e +1, o “x” pode tomar valores arb1trar1amente grandes.

x—1
x3—x2+x—1

2.3: (1) f(x)=—1,D=R (2) f(x)=—+/81—(x—5)2—4, D =[—4,14]. (3) f(x) =V25—x2, D =(—4,4) (4) f(x) = —+v25—x2,

=[0,5]
2.4:
*=—0
gt h(x) — i(x) .
— o jx)
f(x)
—
*—O0
*—0

2.5: A primeira curva é o grafico da funcéo f(x) = —1se x <1, f(x) =2—x se x > 1. A segunda ndo é um gréfico, pois os pontos

—% < x £ 0 tém duas saidas, o que ndo é descrito por uma funcéo (lembra que uma fungdo é um mecanismo que a um entrada x do
dominio associa um (ilnico) numero f (x)). No entanto, seria possivel interpretar aquela curva como a unifo dos graficos de duas fun¢des
distintas: uma funcéo f com dominio (—oo, 0], e uma outra funcédo g com dominio (—%, 00). A terceira é o grafico da fungdo f(x) =0
se x € Z, f(x) =1 caso contrério.

2.6: (1) Epar: f(—x) = 5 "() 5 = 7(x37x5) = f(x). (@ Epar: f(—x) = v1—(—x)2 = vV1—22 = f(x). (3) E fmpar: f(—x) =
(—x)?sen(—x) = x2(—senx) = —f (x). (4) E par: f(—x) = sen(cos(—x)) = sen(cos x) = f(x). (5) E impar: f(—x) = sen(sen(—x)) =
sen(—senx) = —sen(senx) = —f (x). (6) E par: f(—x) = (sen(—x))? — cos(—x) = (—senx)? —cosx = f(x). (7) N&o é par nem {mpar,
pois f(§) =2, f(—%) =0. (8) Como f(x) =0, ela é par e impar.

2.7: (1) cresce na reta toda. (2) decrescce (estritamente) em (—o0, 0], cresce (estritamente) em [0, 00). (3) decrescce (estritamente)
em (—o0, 0], cresce (estritamente) em [0, 00). (4) cresce (estritamente) na reta toda. (5) decrescce (estritamente) em (—o0, 0), decresce

(estritamente) em (0, c0). (6) crescce (estritamente) em (—o0,0), decresce (estritamente) em (0, 00). (7) crescce (estritamente) em

(—o0, %], decresce (estritamente) em [%, 00. (Serd mais facil resolver esse item depois de saber esbocar o grafico de x — x2, veja o

Exemplo 2.17.) (8) decrescce (estritamente) em (—oo,—1] e em [0, 1], cresce (estritamente) em [—1,0] e [1, 00).
2.8: Se areta for vertical (x = a): g(x):=f(2a —x). Se a reta for horizontal (y = b): g(x):=2b — f(x).
2.10:
f(x)
AN AN NI AA
—2n 2n

Observe que o periodo de f é m. Completando o quadrado, g(x) = —(x — %)2 + %:

g(x)
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Observe que a parabola corta o eixo x nos pontos solucido da equacio g(x) = 0, que sdo # O grafico da funcéo h ja foi esbocado no
Exercicio 2.10. Mas aqui vemos que ele pode ser obtido a partir do grafico de |x| por uma translacio de 1 para baixo, composta por uma
reflexdo das partes negativas. Como i(x) ¢ igual ao dobro de senx e j(x) & metade de sen x, temos:

AYANAYAGYAY
VAV VAV

—(y—1)2
1()Ef1)12) = ﬁ — 1. Portanto, o grafico pode ser obtido a partir do grafico de XLZ:

Completando o quadrado do numerador: k(x) =

N

1,51

2.11: A trajetdria é uma pardbola. Resolvendo y(x) = 0 para x, obtemos os pontos onde a parabola toca o chdo: x; = 0 (ponto de
2
partida), e x, = V‘évh

(distancia na qual a particula vai cair no chdo). E claro que se o campo de gravitacdo é mais fraco (na lua por

exemplo), g é menor, logo x, é maior: o objeto vai mais longe Por simetria sabemos que a abcissa do ponto mais alto da trajetdria é

X, = xz = V"gh e a sua abcissa é dada por y, = y(x,) = . Observe que y, ndo depende de v,. O ponto (x,,y,) pode também ser

calculado a partir da trajetdria y(x), completando o quadrado

2.12: (1) Se f(x)=1—|x—1], g(x) = x|,

Logo, S = [0,1]. Para (2), S = @. (3) Se f(x) = |x>—1| (veja o gréfico do Exemplo 2.18), vemos que S = (—+/2,0) U (0, v2).

2.13: Tinta: Como a esfera tem superficie igual a 4nr?, temos T(r) = 40mr? (onde r é medido em metros). Concreto: Como o volume
é dado por V = %nr:”, o custo de concreto em fungéo do raio é C(r) = 40713, Como a superficie s = 4rr? temos r = 4/s/4m. Portanto,
C(s) =40m(% )2

2.14: Por defini¢do, d(B,Q) = v/(a—1)2+ (b + 2)2. Como 2a + b = 2, temos d(a) = 4/ 4a2 —5a+10,ed(b)=+5b2+5.
2.15: Perimetro: P(n,r) = 2nrsen(%). Area: A(n,r) = %nr2 sen(ZT’T

2.16: Suponha que o cone fique cheio de dgua, até uma altura de h metros. Isso representa um volume de V(h) = %(T:hz) x h metros
cubicos. Logo, h(V) = (3?‘/)1/3. Assim, a marca para 1m® deve ficar na altura h(1) ~ 0.98, para 2 metros ctibicos, h(2) ~ 1.24, etc.
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2
2.17: Seja x o tamanho do primeiro pedaco. Como os lados do quadrado medem %, adrea do quadrado é ’1‘—6, O circulo tem circunferéncia
. . _ [ _ L—x)? L—x)?
igual a L — x, logo o seu raio vale Lz—nx, e a sua drea 7'c(L2—n")2 = % ( 4:;)

2
. Portanto a 4rea total é dada por A(x) = % +
dominio é D =[0,L].

, € 0 seu

2.18: Seja a o 4ngulo entre AB e AC. Area: A(a) = sen % cos% = %sen a, com D = (0, 7). Logo, (olhe para a funcio sena), a drea é
méxima para a = 7.

2.19: A éarea pode ser calculada via uma diferenga de dois tridngulos:

r:y=x+1

2
A)=5+t-3

t
P N

=

2.21: Como f(g(x)) = ;s §(f (X)) = g, temos (£ 0)(0) = 1, (g0 £)(0) = 1, (f 0g)(1) = 3, (g °f)(1) = 3. Como f(g(h(x))) =
Gz e () = oy + 1 F(8(h(=1))) = 1, h(£ (8(3)) = 3.

2.22: (1) sen(2x) = f(g(x)), onde g(x) = 2x, f(x) =senx. (2) === = f(g(x)), onde g(x) =senx, f(x) = 1. (3) sen(3) = f(g(x)),
onde f(x)=senx, g(x)=1. (4 Fl(x) = f(g(h(x))), onde f(x) = VX, g(x) = 1, h(x) = tanx.

2.23:
2x+7 sex >0, 2x+4 sex >3,
(gof)(x)=1 x? se —v/3<x<0, (fog)x)=1{x+3 se0<x<3,
2x2+1 sex <—+3. x? sex <0.

2.24: (1) Im(f) =R, (2) Im(f) =[—1,3],(3) Sep>0entdio D =ReIm(f) =R. Se p <0 entdo D =R\ {0} e Im(f) = R\ {0} (4)
Im(f) = [0, 00) se p > 0, Im(f) = (0, 00) se p <0, (5) Im(f ) =R\ {0}, (6) Im(f ) = (0, o), (7) Im(f ) = [1, 00), (8) Im(f) = (00,11,
(9) Im(f) = [~1,00), (10) Im(f) =R, (11) Im(f) =[~1,1], (12) Im(f) = (0, 1], (13) Im(f) = [~3, 3], (14) Im(f) = [~ 75, 7], (15)

Im(f) = (0,1]. De fato, 0 < ﬁ < 1. Melhor: se y € (0,1] entdo y = # possui uma tnica solucdo, dada por x = 4/ 177)' (16)
Im(f) = (—o0,—3)U[1,00).

Para as funcdes do Exercicio 2.4: Im(f) = (0, 00), Im(g) = (—00, 0], Im(h) = Z, Im(i) = [0, 1), Im(j) = [0, o).

2.25: Se trata de achar todos os y € R para os quais existe pelo menos um x € R tal que f(x) = y. Isso corresponde a resolver a
/1— 2
equacio do segundo grau em x: yx2—2x +25y =0. Se y =0, entdo x =0. Se y #0, x = %, que tem solugdo se e somente

se ly| < é Logo, Im(f) = [—%, %]. O ponto y = 0 é o tinico que possui uma unica preimagem, qualquer outro ponto de Im(f) possui
duas preimagens. Isso pode ser verificado no grafico:

Uil

(5,11

2.26: Observe que se x € (—1,0), entédo f(x) € (0, 1). Por outro lado, se y € (0, 1), entdo existe um tnico x € (—1,0) tal que f(x) =y:

x=—4/1—y2. Logo, f71:(0,1) = (=1,0), f1(x) =—v1—x2.

—1
£ R

Y
)
FaRI6))
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2.27: O grafico de XLH é o de % transladado de uma unidade para a esquerda. O conjunto imagem é (0,00). De fato, para todo

y €(0,00), aequagdo y = x+_1 possui uma solu¢do dada por x = 1_7y Logo, f 1 :(0,00) = (=1, 00), f}(x) = PTX

2.28: Para verificar que f~}(—y) = —f ~}(y), usemos a definicdo: seja x o tnico x tal que f }(—y) = x. Pela definicio de funcio
inversa ((f o f~1)(y) = ), aplicando f temos —y = f(x). Portanto, y = —f (x) = f (—x) (pela imparidade de f). Aplicando agora f~!
obtemos f1(y) = —x, isto é, x = —f ~1(y). Isso mostra que f~}(—y) =—f"1(y).

2.29: Exemplos: (1) f(x)=bx (2) f(x)=a+(b—a)x (3) f(x)=tan Fx, ou f(x) = ﬁ —1@® f(x)=tan(2(x—3))
2.32: 18=(%5,+00)25=[0,1125={-3}
2.33: Por definicédo, seny = % Logo, cosy =+4/1—sen2y = é (a raiz positiva é escolhida, ja que y € (0, 3)). Portanto, tany = %.

234 (D [-1,1], @) [~3, 3] @) (-1, 1), @) (—o0,—5]U[ 5, +00).

2.35: Seja A a posicdo do topo da tela, B a sua base, e Q o ponto onde a parede toca o chdo. Seja a o dngulo APQ e 3 o angulo BPQ.

_ 8 -3 . — 8 _ 3 - 6 _ 1
Temos tana = ¢, tan f = 5. Logo, em a): 0(x) = arctan 3 —arctan . Em b), 6(x) = arctan ¢ —arctan .

236 Dx=1@Qx=v3+1Q@)x=1@Dx=%

2.37: (1) cos(2arcosx) = 2cos®(arcosx) —1 = 2x2 —1 (2) cos(2arcsinx) = 1 — 2sen?(arcsenx) = 1 — 2x2 (3) sen(2arcosx) =

2 sen(arcos x) cos(arcos x) = 2xv'1 — x2 (4) cos(2 arctan x) = 2 cos?(arctan x)—1 = }:ﬁ (5) sen(2arctanx) = 1i§2 (6) tan(2arcsenx) =
2xy/1—x2
1—2x2

2.38: Chamando a = arcsenx, f§ = arcos x, temos x = sena, X = cos f3:

Capitulo 3

3.1: Todos os graficos podem ser obtidos por transformacdes de 2%, 3* e (%)X :

Bx—l

G

1-27%

_(%)IXI

3.2: (1) S={0,2}. (2) Tomando a raiz: 2° = £4, mas como a funcdo exponencial somente toma valores positivos, 2* = —4 néo possui
solucdes. Logo, S = {2}. (3) Escrevendo a inequagio como 2**! < 2% vemos que S = {x : x + 1 < 4} = (—00,3]. (4) § = (=2, 00). (5)
§ =(—00,0)U(1,00). (6) S = (logyg 5, 0).
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3.3: Se z = log,(xY), entdo z satisfaz a* = x”. Por (3.8), podemos sempre escrever x como x = a'°8* o que permite escrever
x¥ = (a!°%a*)¥ = g¥1°8a*, Assim temos a® = a¥!°%a*, 0 que implica z = y log, x. Se z = log, i, entio

. x alogﬂx
a’=—

— — aloga x—log, y
y alogay ?

logo z =log, x —log, y.

3.4: log,16=2,l0g,1=0, log, 1z =—4, log1 8 =—3, 72175 = 25,
2

3.5: Se N(n) é o nimero de baratas depois de n meses, temos N(1) =3-2, N(2) =3-2-2, etc. Logo, N(n) = 3-2". No fim de julho se
passaram 7 meses, logo sdo N(7) = 3 -27 = 384 baratas. No fim do més seguinte sio 384 x 2 = 768 baratas. Para saber quando a casa
terd mais de um milhdo de baratas, é preciso resolver N(n) > 1000000, isto ¢, 3-2" > 1000000, que da n > log,(1000000/3) = 18, 34...,
isto é, no fim do 19-ésimo més, o que significa julho de 2012...

3.6: (1) D=(—2,00) (2) D =(—00,2) (3) Para logs(1 —x2) ser definido, precisa 1—x2 > 0, que d4 (=1, 1). Por outro lado, para evitar
uma divisdo por zero, precisa logg(1—x2) # 0, isto é, 1 —x2 # 1, isto é, x # 0. Logo, D = (—1,0) U (0,1). (4) D =(0,7] (5) D =(0,8)
(6) D=(—3,00) (7) D =R}

3.7: (1DS={-3}, @8 ={997}, S =1{0,1}, DS = {25}, (5)§ =0, () S = {—¥}. () § = (—00,-1), (8) § = (-1,0)U(2,3),

n
3.8: As populacdes respectivas de bactérias depois de n horas séo: Ny(n) = 123456 - 324, Nz(n) = 20 - 2". Procuremos o n, tal que
Ny(n) = Ng(n), isto é (o logaritmo pode ser em qualquer base):
log; 123456 —log;, 20
n, =

T =13.48....
logyo2— 55 logy 3

Isto é, depois de aproximadamente 13 horas e meia, as duas coldnias tém o mesmo ntumero de individuos. Depois desse instante, as
bactérias do tipo B sdo sempre maiores em numero. De fato (verifique!), Ny(n) < Nz(n) para todo n > n,.

3;:;2. Essa equacio se reduz a (3*)2 +2-3¥—y =0, isto é 3¥ =—1+ /1 +y. Como
¥ > 0, vemos que a soluco positiva d4 uma tinica preimagem x = log;(—1++/1+ y) €R. Logo f é uma bijecioe f ! : R: — R é dada

por f1(y) =logs(—1+ +/T+y).

3.9: Se y € R}, procuremos uma solugéo de y =

3.10: (1) Se r = 5%, C, = Cy-1,05". Logo, seu eu puser 1000 hoje, daqui a 5 anos terei Cs ~ 1276, e para ter 2000 daqui a 5 anos,
preciso por hoje Cy =~ 1814. Para por 1 hoje e ter um milh&o, preciso esperar n = log; 45(1000000/1) =~ 283 anos. (2) Para ter um lucro

1o, 1,6
de 600 em 5 anos, comecando de 1000, preciso achar o r tal que 1000+600 = 1000(1+r/100)°. Isto é, r = 100 (10 g —1)~9,8%.

3.11: (1) Um pacote de 500 folhas A4 para impressora tem uma espessura de aproximadamente 5 centimetros. Logo, uma folha tem uma
espessura de Ey = 5/500 = 0,01 centrimetros. Como a espessura dobra a cada dobra, a espessura depois de n dobras é de E, = Ej2".
Assim, Eg = 0, 64cm, E; = 1.28cm (1) a) Para ter E, = 180, sdo necessdrias n = log, % ~ 14 dobras. b) A distdncia média da terra a lua
é de D = 384/403km. Em centimetros: D = 3,84403 x 10'%cm. Assim, depois da 41-ésima dobra, a distincia terra-lua ja é ultrapassada.
Observe que depois desse tanto de dobras, o a largura do pacote de papel é microscdpica.

3.12: Se uma fonte é de 120dB, a poténcia P que ela produz se acha isolando P em 120 = 10 - logw(%), oqueda P =10"2W/m?.
Como duas fontes produzem o dobro da poténcia, isto é 2P, o que representa

2P
L=10- 1og10(P—) =120 +log, 2 ~ 120.3dB

min

2ln2

In2 A = % (> 0: logo, duas

= % Isto é: T = 5=. Depois de duas meia-vidas, Nyy = Noe_’1

3.13: Parater Ny = %, significa que e~%T

- P . A N, . o N .
meia-vidas ndo sdo suficientes para acabar com a substéncia!). Para quatro, Nyy = 3¢ . Depois de k meia-vidas, Ny = 2—,‘3: depois de um

numero qualquer de meia-vidas, sempre sobre alguma coisa... Para o uranio 235, a meia-vida vale T =
700 milhdes de anos.

9.91[11%’ isto é aproximadamente:
3.14: (1) S = {—e?} (2) S = {£1} Obs: aqui, se escrever In(x?) = 2Inx, perde-se a solucio negativa! Lembre que In(x”) = y Inx vale
1

se x é positivo! Entfio aqui poderia escrever In(x?) = In(|x|?) = 2In|x|. 3)S={¢ 5 -1} 9 S=0 (5) S =... (6) S = (—0o0, ?T) 7
§ =(~00,—3)U(~5,00) (8) § = (—00,~3)U(5,00) (9) § = {~5,~2,—1,2} (10) S = (0,e ' JU[1,+00)

3.15: (1) Nem par nem impar. (2) Nem par nem impar (aqui, tem um problema de dominio: o dominio do In é (0, c0), entdo nem faz
sentido verificar se In(—x) = In(x)). (3) Par: =0 _ gt (4) Par. (5) Impar. (6) Par (cuidado com o dominio: R\ {0}) (7) Par.
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3.16: Sabemos que o grafico de ﬁ ¢é obtido transladando o de XLZ de uma unidade para direita.

Ao tomar o logaritmo de g(x), f(x) = In(g(x)), é bom ter o gréfico da fun¢io Inx debaixo dos olhos. Quando x é grande (positivo ou
negativo), g(x) é proximo de zero, logo f(x) vai tomar valores grandes e negativos. Quando x cresce, g(x) cresce até atingir o valor
1 em x = 0, logo f(x) cresce até atingir o valor 0 em 0. Entre x =0 e x =1 (x < 1), g(x) diverge, logo f(x) diverge também. Entre
x=1(x>1)ex =2, g(x) decresce até atingir o valor 1 em x = 2, logo f(x) decresce até atingir o valor 0 em x = 2. Para x > 2,
g(x) continua decrescendo, e toma valores que se aproximam de 0, logo f (x) se toma valores negativos, e decresce para tomar valores
arbitrariamente grandes negativos.

Observe que é também possivel observar que f(x) = —21In|x — 1|, e obter o seu grafico a partir do grafico da funcéo In |x|!

3.17: Lembramos que y € R pertence ao conjunto imagem de f se e somente se existe um x (no dominio de f) tal que f(x) = y. Ora
747 =y implica e = % Para ter uma solugdo, é necessdrio ter 1{—), > 0. E fécil ver que % > 0 se e somente se y € (0,1). Logo,
Im(f) = (0,1).

() (x) gk ¥ x
3.18: Por exemplo, senh(—x) = & =¢5% =—£5— =—senh(x).

Capitulo 4

500
= > 0 para

todo x > 0. Seja € > 0. Procuremos quais sdo os x > 0 grandes, positivos, para os quais 0 < 5% < €. Resolvendo a desigualdade

4.1: Em cada caso, fixemos uma tolerancia e > 0 e procuremos resolver uma desigualdade elementar. (1) Observe que

achamos: x > Seﬁ. (2) Seja € > 0. Procuremos resolver 0 < x% <€ quedd x > % (3) Observe que % < 0 quando x for grande,

positivo. Fixemos € > 0, e procuremos resolver —e < % <0, e achamos x > 3 + %

4.3: Vamos mostrar que

2x—1 2
im ==. (A.1)
x—00 3x+5 3
Para isso fixemos uma tolerdncia € > 0 (arbitrariamente pequena), e verifiquemos que
2x—1 2
—Z| <€
3x+5 3
vale sempre que x for tomado suficientemente grande. Para comecar, calculemos o valor absoluto da diferenca:
2x—1 2 —13 13 1
X ——‘:‘ ):— . (A.2)
3x+5 31 133x+5)| 3 3x+5

Agora resolvemos a desigualdade (para x grande, positivo)

13 1
- <e€,
3 3x+5

e achamos a solucdo: x > 13e¢ — 15. Assim, provamos (A.1). Deixamos o leitor tratar o limite x — —oo. Usando um computador,
podemos verificar que de fato, os valores de %izé, longe da origem, se aproximam de %:
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f(x) 3x+5

x / '
1

4.4: (1) Vamos mostrar que o limite é e . Calculemos entéo | 5x2 -3 sz Seja € > 0. Para ter

N = E' Logo, como isso pode ser felto com qualquer € > 0, isso mostra que lim,_, ;oo

< €, podemos tomar x > N, onde
sz

ESi 5 (2) Como a fungio é constante e igual

5x2
a 1 nos positivos, temos lim,_,, f(x) = 1. Observe aqui que para qualquer tolerdncia € > 0, podemos sempre tomar o mesmo N, por
exemplo N = 0. De fato, para todo x > 0, |f(x)—1| =0 < ¢, qualquer que seja a tolerincia. Esse exemplo mostra que uma funcéo pode
coincidir com a sua assintota. (3) Como a funcdo é a divisdo de 1 por um niimero grande, o limite deve ser zero. De fato, seja € > 0.
Precisamos mostrar que

1
| <€
x3 +sen? x
para todo x suficientemente grande. Mas como néo dd para resolver essa desigualdade (isto é: isolar o x), podemos comecar observando
que ’ < X%, e procurar resolver x% < €. Vemos que se x > N :=¢"1/3, entdo essa desigualdade sera verificada, e ‘ <e.
=0.

| werd
x3+sen2 x x3+sen2 x

. 1
Isso mostra que hmx_mo CrsenZx
4.5: Seja € > 0. Queremos mostrar que |)%| < € para todo x suficientemente grande. Como lim,_, o, f(x) = £00, sabemos que se
A= =, entdo existe N tal que f(x) > A para todo x > N (em particular, f(x) > 0 para esses x). Mas isso implica também —+— f(x) < i €,
o que queriamos.

4.7: (1) Como hmx_,ioo ¢ = 0 para qualquer g > 0, usando (4.6) d4 hmx_&oo{ + x2 + = } =0. (2) limy 100 XZ =1(@3)
limy 100 % =—1. (4) Colocando x> em evidéncia e usando (4.8),
w3 exe1l . XC@HF+E) 243+ 5 2
im —————= hrin —— 1, = lm —— =-=2.
x—+o00 x>+ Xx x—+oo x3(1+x_2) x—+00 1+x_2 1
+1
(5) lim, 400 2;‘43—;2 =0 (6) Colocando x* em evidéncia no denominador, x? no numerador, i;’i: = x2 ;‘i . Como x2 > oo e que a

X+1»

4 Vo
X — 60, (7) “limy oo Wed néo é definido. Por outro lado, colocando +/x em evidéncia,

x2+4

fracdo tende a 1, temos lim, o

o Vx+1 . 1+%
lim ——— = lim —=1.
x—+00  ,/x x—+00 1

ey ‘/x2(4+
(8) Lembrando que v x2 = |x| (Exercicio 1.8!), temos ¥——— 4x +1 ) _ =k ,/4+ . Como |x| =+1sex>0,=—1sex <0, temos

lim, 400 ‘z‘ = £1. Como lim,_, 4 ,/4+ = 4 =2, temos lim,_, 4o, Y= 4x 1 — 42, (9) Do mesmo jeito, vxZ +3 = |x| %
Assim,
3x+2 x 3+ %

Vx2+3—4  |Ix| 1+%_%

Como lim,_, 4o |’;—| = =1, e que a razdo tende a 3, temos

3x +2 lim 3x +2
=43, =-3
x%+00 X2 +3 xa 00 x2 +3
(10) O limite x — —oo ndo ¢é definido, e lim,_, ; oo H? “j:‘/} =1. (11) lim, 100 x‘2x+‘1 =0 (12) lim,_, 100 ¥vx2+1 =400 (13) Como
2% = 27%, temos lim,_,, o 2% =0, lim,_,_ 2% = +00. (14) lim,_, ;0o e:,twlo = —00, lim,_,_o ee:;1010 = 0. (15) Primeiro mostre

x+1

(usando os mesmos métodos do que os que foram usados nos outros itens) que lim,_,.+,(1 + *=5-) = 1. Em seguida, observe que se z

se aproxima de 1, entdo In(z) se aproxima de In(1) = 0. Logo, lim,_,; o In(1 + == X“ =0. Obs: dlzer que “se z se aproxima de 1, entdo
In(z) se aproxima de In(1)” presupde que a funcéo In é continua em 1. Contlnuldade serd estudada no fim do capitulo. (16) Escreve

(1+e*)=e*(1+e™), logo M = % + 1“(1;3_)() 1+ l"(He D) Mas lim,_, o0 w =0, logo lim, _, o, M = 1. Por outro
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In(1+e*)
X

lado, In(1 + e¢*) — 0 quando x — —o0, logo lim,_, ., =0. (17) Como lim, 1o % = 0 temos, lim, 4 e% =e2=1. (18)

x_x
“lim,_, 1 00 Sen% x” nio existe. (19) lim,_,1 oo arctanx = +7. (20) Por definicfio, senhx = £=—. Para estudar x — 00, coloquemos

2x

ef—e ™ x 1=~
2

e* em evidéncia: =e*~5—. Comoe* »ocoel—e"

— 1 temos lim, _,, senhx = +00. Como senhx é impar, temos
X__,—X X q_,—2x _p—2x
lim,_,_oo senhx = —oo. (21) lim, 400 coshx = +00 (22) Para estudar, x — 00: tanhx = &-¢ = & 1=¢ = 1= logo

H ‘s . eX+e X X Tye2x 1+e—2x >
lim, _,, oo tanh x = +1. Como tanh é impar, lim,_, o, tanhx =—1.

4.8: Pelo grafico de x — tanh x, vemos que V(t) cresce e tende a um valor limite, dado por

[ 1| gk
Vim = tlﬁlr& V()= % tlilgo tanh( g;t)

Vimos no Exercicio 4.7 que lim,_, o, tanh x = 1. Portanto,

Viim = T

Observe que V(t) < Vj;, para todo t, entdo o paraquedista nunca atinge a velocidade limite, mesmo se ele cair um tempo infinito! Com
os valores propostos, Vi, = +/80:9,81/0.1 ~89m/s ~318km/h.

4.9: (1) lim,_, o0 (7—x)=—00, lim,_,_oo(7—x) =+00. (2) “lim,_,; o0 v1 —x” ndo é definida, pois o dominio de v/1—x é (—oo,1].
lim,_,_oo V1—x =+400. (3) Como lim,_,;, x = £00, e que cosx ¢ limitado por —1 < cosx < 1, temos lim,_,; o, X + cosx = £00.
(4) —o0. (5) 0. (6) +00. (7) —o0 (8) +00 (9) % Esse item (e o proximo) mostram que argumentos informais do tipo “x* + 1 =~ x2
quando x é grande” ndo sempre sdo eficazes! De fato, aqui daria vx2+1—vx2—x ~ vVx2—+Vx2=0... (10) % (11) Aqui néo precisa
multiplicar pelo conjugado: pode simplesmente colocar /X em evidéncia: v2x —vx+1 = /x(vV2—4/1+ %). Como /x — o0 e
V2—4/1+ % — 4/2—1> 0, temos v/x(v2— V1+ %) — +00. (12) —oo (Obs: pode observar que e¥ —e* =z —z2, em que z = e*.
Como z — o0 quando x — 0O, temos z —22 — o0, como no item (4).) (13) Como Inx —In(2x) = —In2, o limite é —In2. (14)
lim, oo {Inx —In(x + 1)} = lim, o, In(Z5) =1n1=0.

2 2
4.10: (1) Paratodo x, —1 < cos(x%+3x) < +1, logo 0 < M < x% Como x% tende a zero, lim,_, o, w =0. (2) Como

14 senX . . . . _
’;fii’;ﬁ = @, e como lim,_, X =0, limy, 00 §* = 0 (mesmo método), temos que lim,_, oo ’;izi‘;f =1. (3) Como —e ¥ <
<

X

= 0, o limite procurado vale 0. (4) Como 0 < x —|x] < 1, temos lim,_, xlxl _ o,

e ¥senx <e ¥ elim, oo —e ™ =lim,_, €™ =

_n_/2 arctan(sen x) /2 . 1 _ o s . _ 1 senx 1
(5) Como —= < — 15— < e € lime oo 5 = 0, o limite procurado é 0. (6) Para todo x, 2 S s S e Como
lim, 00 ﬁ =0, o limite procurado vale 1.

x4—1
x—1

x"—1

L= x 41

e~ 7 4— .
4.11: Adivisdo da );711 = x3+x2+x+1. Logo, como cada termo tende a 1, lim, _,;+
x"—1 _ n
x—=1 = '

= 4. No caso geral,
Como sdo n termos e que cada um tende a 1, temos lim,_,+

4.12: lim, g+ f(x) = lim,_,o+ 5 =0, lim,_,o- f(x) = lim,_,o- § = 0. lim, 5+ f(x) = lim, 5+ 5—x = 3. lim,_,5- f(x) =lim,_,»- § =
1, logo f é descontinua em x = 2. lim,_,5+ f (x) =lim,_,5+ 5—x =0, lim,_,5- f(x) =lim, ,5- 5—x =0.

4.13: Escolha um ponto a € R qualquer. Como os racionais diddicos sdo densos em R, existem infinitos diddicos xp > a, arbitrariamente
proximos de a, tais que f(xp) = 1. Mas existem também infinitos irracionais x; > a arbitrariamente préximos de a tais que f(x;) = 0.
Portanto, f (x) niio pode tender a um valor quando x — a*. O mesmo raciocinio vale para x — a~. Logo, a fun¢do f nfio possui limites
laterais em nenhum ponto da reta.

4.14: lim)Hlar flx)= limxﬁl—f(x) =0, limxﬁy flx) = limxal—f(x) = 0. lim, 7+ f(x) = 1, limy_,;- f(x) = 0. Paran € Z,
2 2 3 3

lim,_,,+ f(x) =n, lim,_,,- f(x) =n—1. (Pode verificar essas afirmacdes também no seu esboco do Exercicio 2.4!)

4.15: (1) 0 (2) 0 (O limite é bem definido, no seguinte sentido: como 4/x é definida para x > 0, o limite somente pode ser do tipo
x—=0") 3)1® % (5) 1 (6) Sabemos que ‘i:i‘ =+1sex >4, e=—1sex <4 Logo, lim,_,4+ |§:Z| lﬁ:i‘ =—1, mas
lim, 4 |§:2‘ ndo existe. (7) —1 (8) —% (9) Como Inx muda de sinal em 1, é preciso que x tenda a 1 pela direita para vInx ser bem
definida, e escrever esse limite como lim,_,;+ vInx = 0. lim,_,;- vInx nao é definido. (10) Néo definido pois +/x —2 ndo é definido
perto de x = —2.

=+1, lim,_,4-

4.16: No primeiro caso, podemos comparar 0 < f(x) < x? para todo x. Logo, pelo Teorema 4.2, lim,_, f (x) existe e vale 0. No

segundo caso, lim,_,o- g(x) = lim,_,o- 11:—;2 =1, elim, g+ g(x) =lim, o+ sen(F + x) =sen § = 1. Logo, lim,_,q g(x) existe e vale 1.

4.17: (1) —4. (2)6. 3) —3. (O £. (5 0. (6) 3.
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4.18: Observe que quando x — —2, o denominador tende a 0. Para o limite existir, a tinica possibilidade é do numerador também tender
a zero quando x — —2. Mas como 3x2 +ax +a +3 tende a 15—a quando x — —2, a precisa satisfazer 15—a = 0, isto é: a = 15. Neste
caso (e somente neste caso), o limite existe e vale

3x2+15x+18 . (3x+9)(x+2) . 3x+9
im lim = =
x>—2 x2+x—2 x--2 (x—1)(x+2) xo—2x-—1

. tanx __ senx 1 . tanx __ senx __ . senx __
4.19: (1) Como == = —xz wosx > temos lim, o == = 1. (2) Como g3 = cosx, temos lim,_,; &5 = 1. (3) Como sen2x — O e
senzx

cosx — 1, temos lim, o 5555 = % =0 (nfo é um limite do tipo “%”). (4) Como ffcrgf’; =232% temos lim,_, % = 2. (5) Como

1—cosx 1—cosx 1+cosx_1—coszx 1 _(senx)Z 1
x2  x2  l4cosx = x2 1+cosx \ x 1+cosx’
. 1—cosx __ 2 1 __1 . sen(xz) T sen(xz) _ _
temos lim, o =3 =(1)*- 53 = 5. (6) +00 (7) lim, o+ —— =lim,_,o+ x- — 35— =0-1=0.

4.20: “lim,_,,+ f(x) = 4+00” significa que f(x) ultrapassa qualquer valor dado (arbitrariamente grande), desde que x > a esteja
suficientemente perto de a. Isto é: para todo M > 0 (arbitrariamente grande), existe um 6 > O tal que se a < x < a+6, entdo f(x) = M.
Por outro lado, lim,_, .+ f (x) = —o0 significa que para todo M > 0 (arbitrariamente grande), existe um 6 > O tal que sea < x < a+9,
entdo f(x) < —M.

4.21: (1) 5(2) 1 (3) Foo (4) Observe que enquanto x2—4>0, ﬁ = ﬁ Logo, lim,_,»+

= +00, lim;_,o =—00 (9) lim,_,g+

x—=2 1 : x—2
—x2 1 o(5)lim,  , —X2 =
( ,_x2—4)2 7€ (5) 1m,_, o ( /_x2—4)2

= lim,;_,o+ ﬁ = 1. (10) Nio existe,

t

—00 (6) —oo (7) Néo é definido. (8) lim,_o+ = — =

porqué quando t — 0%, sen % oscila entre +1 e —1, enquanto % tende a +00:

(11) lim, g+ 9% =+00, lim,_,o- 9% =0. (12) +00 (13) —oo (14) 1 (veremos mais tarde como calcular esse limite...)

4.22: A funcfio v — m, tem dominio [0,c), e a reta v = ¢ é assintota vertical:

mV
lim m, =400
V=T
mo
v
c
4.23: Observe que lim,_, 1, f(x) =+1, logo y =1 é assintota horizontal. Por outro lado, lim,_,;+ f(x) = +o0 e lim,_,;- f(x) = —o0.

Portanto, x = 1 é assintota vertical. Temos entdo: 1) o gréfico se aproxima da sua assintota horizontal em —oo, e ele tende a —oco
quando x — 17, 2) o gréafico se aproxima da sua assintota horizontal em +00, e ele tende a +00 quando x — 1. Somente com essas
informacdes, um esboco razoavel pode ser montado:

Observe que pode também escrever % = % + 1, logo o grafico pode ser obtido a partir de transformagdes elementares do grafico de
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4.24: (1) D =R, sem assintotas. (2) D = R\ {—1}. Horiz: y =0, Vertic: x = —1. (3) D =R\ {3}. sem assintotas. (4) D =R\ {0}.
Horiz: y = 2, Vertic: x = 0. (5) D =R\ {—3}. Horiz: y = —1, Vertic: x = —3. (6) D = R\ {0}. Horiz: y = 1, Vertic: ndo tem. (7)
D = (—00,2). Horiz: nfo tem, Vertic: x = 2. (8) D = R\ {0}. Horiz: ndo tem, Vertic: x = 0. (9) D = R\ {0}. Horiz: y = 0, Vertic:
ndo tem. (10) D = R\ {0}. Horiz: y = 0, Vertic: x = 0. (11) D = R. Horiz: y = 1, Vertic: nio tem. (12) Para garantir 1 — x2 > 0,
D = (—1,1) Horiz: ndo tem (ji que o dominio é (—1,1)...), Vertic: x = —1 (porqué lim,_,_;+ In(1 — x2) = —00), x = +1 (porqué
lim,_, ;- In(1 — x?) = —00). (13) D = (—1,1). Horiz: ndo tem, Vertic: x = —1, x = +1. (14) D = R\ {*1,3}. Horiz: y = 0, Vertic:
x =+1,x =-1. (15) D =(—1,+1) \ {0}. Horiz: nfo tem, Vertic: x =0. (16) D =R\ {0}. Horiz: y = +1, y =—1, Vertic: x =0. (17)
D =(—1,1). Horiz: ndo tem, Vertic: x =—1, x =+1. (18) D =R\ {0}. Horiz: y =1 (a direita), y = 0 (a esquerda), Vertic: x = 0.

x2

SN

2
4.26: Por exemplo: f(x)= (x+11)+73), ou f(x)= ﬁ + xlT:s

4.27: (1) Comz:=x—1,lim,_,; % =lim,_,o & % &) % (Escreve ::gg = Se';(fx) sen(15x) g—i.) (3) Com z:=x+1, lim,_,_; % =
£

=na""!. (5) Chamando t:=/X,

senz _1

. 1 . n_gn . a+h)'—a"
lim, o £ 5= = 3. (4) Com h:=x —aq, lim,_,, 5=4- =lim;_,¢ +

im x—4  lim t2—4 —im(t_z)(t+2)—lim(t+2)—f
Xxodx—/x—2 to2t2—t—2 52 (t=2)(t+1) >2(t+1) 3°

(6) Com z:=%, temos (lembre o item (22) do Exercicio 4.7) lim,_,y+ tanh % =lim,_,, o, tanhz = +1, lim, _,o- tanh )l{ =lim, , o, tanhz =
—1. (7) Com a mesma mudanca, lim,_,o+ x tanh % =1lim,_ 100 % tanhz =0-(£1) =0.

4.28: Pela férmula (3.13) de mudanca de base para o logaritmo, log,(1+h) = % Logo, por (4.25),
. log,(1+h) 1 . In(1+h) 1
lim —— = — lim ——— = —
h—0 h Inah—0 h Ina

Por outro lado, chamando z:=a*, x — 0 implica z — 1. Mas x = log, 2, logo

a*—1 . oz—1 1

log,z °

z limzﬂl z—1

. - 1 -
Definindo h:=z — 1 obtemos lim,_,; 2%112 = lim;,_,

log, (1+h - . .
0 % > 0 que prova a identidade desejada.

4.29: (1) o0 (2) 00 (3)0 (4) o0 (5)0(6) 1
4.30: lim,_q- f(x) = lim,_o-(2x +2) = 2, lim,_o+ f(x) = lim,_,o+ (x2 — 2) = —2, J4 que esses dois limites laterais sio diferentes,

lim,_,o f (x) ndo existe. lim,_,o- f(x) = limy_,5-(x% —2) = 2. lim,_o+ f(x) = lim,_5+ 2 = 2. Como lim,_,5- f(x) = lim,_5+ f(x),
lim,_,, f (x) existe e vale 2.

4.31: O ponto Q é da forma Q = (4,A2), e Q — O corresponde a A — 0. Temos M = (%, ’12—2). E fécil ver que a equacdo da reta r
éy = —%x + %2 + % Logo, R = (O, ’12—2 + %). Quando Q se aproxima da origem, isto é, quando A se aproxima de 0, A? decresce, o
que significa que R desce. Quando A — 0, R — (0, %). (Pode parecer contra-intuitivo, ja que o segmento OQ tende a ficar sempre mais
horizontal, logo o segmento MR fica mais vertical, 8 medida que Q — O.)

4.32:
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Como um setor tem abertura a, = ZT’T, a drea de cada triangulo se calcula facilmente:

1 a a r? r
2 X 5 x (rcos ) x (rsen )= Esenanz EsenzT“.

2
Logo, a 4rea do poligono é dada por A, = n x 5 sen 27" No limite n — oo obtemos

. ..n 21 . 1 . sent
lim A, =r? lim = sen — = nr? lim —sen2E = 72 lim —— = nr2,
n—o00 n—oo 2 n n—oo 21 n t—0t  t

n

4.33: (1)32(2) % 3)24#)0(5)1(6)—1(7) Comamudanga y = x +1, % (8)0(9) —oc0 (10) 0 (11) 0 (12) % (Pois é, esse limite é
um pouco mais dificil. Calcularemos ele no Capitulo 6 usando a regra de Bernoulli-'Hopital.) (13) :F% (14) Como sen € continua em %,

lim,_, ;o0 sen(§ + 173) = sen(§ +1im, 00 773) =sen § = 1. (15) 0 (16) —75 (17) RENGE)) 219020121

4.34: Seja € > 0 e N grande o suficiente, tal que |g(x) —£] < € e |h(x) —{| < € para todo x = N. Para esses x, podemos escrever
fx)—L<h(x)—L<|h(x)—C|<e,ef(x)—L=g(x)—L=>—|g(x)—L]|=—e. Logo, |[f(x)—L]| <e.

4.35: (1) Como v'1—cos?x = vsen? x = |senx| e x — |x| é continua,

. v1—cosx X 1 | sen x| . 1 sen x 1
lim = lim :(hm—)- lim = —.
x—0 |x| x=0 /T+cosx |x| x>0 /1 +cosx”’ Ix=0 X V2

(2) Como sen(a + h) = senacosh + senh cosa, temos

. sen(a+h)—sena . cosh—1 . senh
lll’n# :sena(hm )+cosa(hm —)=cosa.
h—0 h h—0 X h—0 h
(3) Escrevendo
x3—a® _ x3—a® 1
i - T .
sen( 7 x) X—a sen(gx)

xX—a

—ad

. 3 .
J4 calculamos lim,_,, =% = 3a?, e chamando y:=Zx seguido por y’:=y —,

sen(Z x sen sen(y’ +m sen(y’
im SEGa®) | O _mosen/+m)  mooseny) 7o
x—a x—a  y=r Z(y—m)  ay'—o0 v’ ay-o y a

Logo,
3
lim 2 = (3a%)/(- =) = —3a%/7.
x—a sen(4 x) a

(4) Comecemos definindo t tal que m —3x = 3t, isto é: t:=§ —Xx:

1—2cosx _1—2cos(5—1t)

lim = lim
. sen(mt—3x) t—0 sen(3t)

Mas cos(5 —t) = cos 5 cost +sen g sent = %cost+ @sent,
. 1—2cos(§—t)  1—cost . sen(t)
im = — m
t—0 sen(3t) t—0 sen(3t) t—0 sen(3t)
1—cost 1 sen(t 1 1 1
= }LI,I(I) T 3sen(3t) - t;O t( ) 3sen(?:t) =0- ‘/_5 = _ﬁ .
3t 3t

(5) Se a = b, é melhor escrever a* + b* = a*(1 + (b/a)*), logo

In(1+(b/a)*) _
— =

1
lim —In(a® +b*)=Ina+ lim Ina
X—>00 X X—00

O caso a < b se trata da mesma maneira. Obtemos:

Ina sea>=b,

1
lim —In(a* +b*) =
XLIngn(a ) {lnb sea<b.
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(6) O caso n =1 é trivial: (xo +h)! = xo +h. Quando n =2, (xo +h)?> = xg +2xoh + h?, logo (veja o Exemplo 4.22)

(o +h)? —x? .
lim TO = lim(2x0 +h) = 2xo .

Paran = 3,4,..., usaremos a férmula do bindmio de Newton:
(xo+R)" =xJ + G)nglh + (g)xg*% +oet (Z)x{}*khk +--+h",

onde (}) = (n_”—k'),k, Portanto,

xg+h)"—x
% = (ng* + (;)ngzh +oeet (Z)xg*khk*1 +oo+ R

Observe que cada termo dessa soma, a partir do segundo, contém uma poténcia de h. Logo, quando h — 0, sé sobra o primeiro termo:
(l)xg 1= nngl. Logo,
(xo + )" —xg

n—1
h—0 h

:no

Esse limite serd usado para derivar polinémios, no préximo capitulo.

Capitulo 5

5.1: Em qualquer ponto a # 0, os limites laterais nem existem, entdo f é descontinua. Por outro lado vimos que lim, o+ f(x) =
lim,_,o- f(x) = 0. Logo, lim,_,q f (x) = f(0): f é continua em O.

5.2: D=R,C=R,.

5.3: Considere um a # 2. f sendo uma razdo de polinémios e como o denumerador néo se anula em a, a Proposicdo 5.1 implica que

f é continua em a. Na verdade, quando x # 2, f(x) = w = w = x — 1. Logo, lim,_,, f(x) = lim,_,5(x —1) = 1. Como
1#f(2)=0, f é descontinua em 2. Para tornar f continua na reta toda é so redefini-la em x = 2, da seguinte maneira:

f(x)::{XZ;E'J;‘FZ Sex#z’
1

sex =2.

Agora, f(x) = x — 1 para todo x € R.
5.4: Como lim,_,; f(x)=1—aeque f(1) =5+a, é preciso ter 1 —a =5+ a, o que implica a = —2.

5.5: Por um lado, como tanh % é a composicio de duas funcdes continuas, ela é continua em todo a # 0. Um raciocinio parecido implica
que g é continua em todo a # 0. Por outro lado, vimos no item (6) do Exercicio 4.27 que lim,_,¢+ tanh% = =£1, o que implica que f é
descontinua em a = 0. Vimos no item (7) do mesmo exercicio que lim,_,p= xtanh% =0, logo lim,_,; g(x) existe e vale g(0). Logo, g é
continua em a = 0.

1 1
tanh ¢ x tanh ¢

N

—

5.6: (Esbocar os graficos de f, g,h ajuda a compreensédo do exercicio).

Temos f(—1) =1, f(2) = 4. Como f é continua, o Teorema (5.1) se aplica: se 1 < h < 4, o grafico de f corta a reta horizontal de
altura y = h pelo menos uma vez. Na verdade, ele corta a reta exatamente uma vez se 1 < h < 4, e duas vezes se h = 1.

Temos g(—1) =—1, g(1) = 1. Como g é descontinua em x = 0, o teorema n#o se aplica. Por exemplo, o gréfico de g nunca corta a reta
horizontal y = 5

Temos h(0) = —1, h(2) = 1. Apesar de h néo ser continua, ela satisfaz a propriedade do valor intermedidrio. De fato, o gréfico de h
corta a reta y = h, duas vezesse —1 <h, <1, eumavezse h, =1.

5.7: a=1,b=3,c==2.

5.8: Seja y € R fixo, qualquer. Como lim,_,, o f(x) = +00, existe b > 0 grande o suficiente tal que f(b) > y. Como lim,_,_, f(x) =
—o00, existe a < 0 grande o suficiente tal que f(a) < y. Pelo Teorema do Valor Intermedidrio, existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = y. Isto
implica que y € Im(f).

5.9: Considere lim,_,- f(x). Chamando y:=—x, x — 0~ corresponde a y — 0*. Logo,

lim f(x)= lim f(—y)=— lim f(y)=— lim f(x).
x—0~ y—0+ y—0+ x—0F

Portanto, para uma fun¢do impar ser continua em 0, é preciso ter lim,_,o+ f (x) = f(0) = 0 (nfo pode ser L > 0).
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Capitulo 6

6.1: Se P = (a,d?), Q = (A,A?), a equacdo da reta r’? é dada por y = (A + a)x —aA. Quando A — a obtemos a equacio da reta
tangente 4 parabola em P: y = 2ax —a?. Por exemplo, se a = 0, a equacio da reta tangente é y =0,sea=2,é y =4x—4,a=—1, é
y =—2x—1 (o que foi calculado no Exemplo 6.3).

6.2: Como x%2—x = (x— % 2— }—P o gréfico obtém-se a partir do grafico de x — x? por duas translacées. Usando a definiciio de derivada,
podemos calcular para todo a:

2

_ 2 V(a2 _ 2_
Fla) = tim L@y (F=0)—(a a):lim{x T —1}=2a-1.
x-a x—a x—a x—a xoal x—a
Aplicando essa férmula para a = 0, %, 1, obtemos f'(0) = —1, f ’(%) =0, f'(1) = +1. Esses valores correspondem as inclinagdes das

retas tangentes ao grafico nos pontos (0, f(0)) = (0,0), (%,f(%)) = (%,—%) e(1,f(1)=(1,0):

XZ*X

6.3: (1) f'(1)= %, 2) f'(0)= % (a mesma do item anterior, pois o gréfico de v'1+ x é o de /x transladado de 1 para a esquerda!),
@) (=1, f(-1)=—4, ) f'(2)=—73.

64 (Dy=3x+9, 2 y= }T’ By= %x +1,(4) y=—x—2,y =—x+2 (5) Observe que a fun¢io descreve a metade superior de
um circulo de raio 1 centrado na origem. As retas tangentes sdo, em (—1,0): x = —1, em (1,—1): nfo existe (0 ponto nem pertence ao
circulo!), em (0,1): y =1, e em (1,0): x = 1. (6) Mesmo sem saber ainda como calcular a derivada da fun¢do seno: y =x, y = 1.

6.5: Primeiro é preciso ter uma funcfo para representar o circulo na vizinhanca de P;: f(x):=+25—x2. A inclinacfo da tangente em

P, é dada por

. V/25—x2—-4/16

lim

x—3 x—3

i (25—x%)—16 T Rt N
=3 (x —=3)(V25—x2+4/16) X3 4/25—x2+4/16

rray o FOO)—F(3) _
f(3)—)1(:rr§ x—3 -

ENT®

(Essa inclinagdo poderia ter sido obtido observando que a reta procurada é perpendicular ao segmento OP, cuja inclinacdo é %...) Portanto,
a equacdo da reta tangente em P; é y = —%x + %. No ponto P,, é preciso tomar a funcio f(x):=— v 25— x2. Contas parecidas ddo a

equacdo da tangente ao circulo em Py: y = %x - %75.
Py
ll Py

A reta tangente ao circulo no ponto P é vertical, e tem equacdo x = 5. Aqui podemos observar que a derivada de f em a = 5 ndo existe,
porqué a inclinacdo de uma reta vertical nédo é definida (o que ndo impede achar a sua equacéo...)!

6.6: Se f(x)= 4/x, temos que para todo a > 0, f'(a) = ﬁa Como a reta 8x —y —1 = 0 tem inclinacéo 8, precisamos achar um a tal
que f’(a) =8, isto &, tal que ﬁ =8 a= ﬁ. Logo, o ponto procurado é P = (a, f (a)) = (ﬁ, %).

6.7: Para areta y = x — 1 (cuja inclinagéio é 1) poder ser tangente ao grafico de f em algum ponto (a, f (a)), esse a deve satisfazer
f’(a) = 1. Ora, é fécil ver que para um a qualquer, f'(a) = 2a — 2. Logo, a deve satisfazer 2a —2 = 1, isto é: a = % Ora, areta e a

fun¢io devem ambas passar pelo ponto (a, f (a)), logo f(a) = a —1, isto é: (%)2 -2 % +p= % —1. Isolando: f = %.

y y=x2—2x+%
y=x—1
x
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Esse problema pode ser resolvido sem usar derivada: para a pardbola y = x> —2x + 8 ter y = x — 1 como reta tangente, a tnica
possibilidade é que as duas se intersectem em um ponto sé, isto é, que a equacdo x> —2x + 3 = x — 1 possua uma tnica soluco.
Rearranjando: x? —3x + f8 + 1 = 0. Para essa equacéo ter uma tinica solucéo, é preciso que o seu A =5—4f = 0. Isso implica 8§ = 3
6.8: Seja P = (a, %) um ponto qualquer do gréfico. Como f'(a) = 12 , areta tangente ao graficoem P é y = f'(a)(x —a) + f(a) =
—aiz(x —a)+ % Para essa reta passar pelo ponto (0, 3), temos 3 = ——(0 a) + , 0 que significa que a = % Logo, a reta tangente ao
grafico de % no ponto P = (%, %) passa pelo ponto (0, 3).

6.9: P=(-1,2).

6.10: Por exemplo, f(x):=|x +1|/2—|x|+ |x —1|. Mais explicitamente,

f(x)

X sex<-1

x+3

== se —1<x<0

FO)=1 3%
== se0=<x<1
x—1 >1
5 sex>1. i ' N
-1 1
1 3—3x _,
f néo é derivavel em x = 1, porqué lim,_,;+ % = limx_,1+ 2= 10 = 3, enquanto lim, ;- f(x)if(l) =lim, ;- iflo =-3+1
A néo-derivabilidade nos pontos —1 e 0 obtem-se da mesma maneira.
6.11: De fato, se f é par,
_fex+h)—f(=x) . flx—h)—f(x)
) — i L% _
fi=x) hlgg) h hlgtl) h
_faeHR)—f)
=—lim ————— =— .
h/1—>0 14 £
6.12: af’(a)— f(a)
6.13: (yx) =limy_,q —"H'Z_‘/} = limy,_,o 1F+ilz+ i % O outro limite se calcula de maneira parecida:
1__ L TR
(L = lim AT gy VX emm—
VX h—0 h h=0 hy/xvx+h 24/x3

6.14: Como (sen)’(x) = cosx, a inclinacdo da reta tangente em P; é cos(0) = 1, em P, é cos(3) =0, e em P3 é cos(m) = —1. Logo, as

equagdes das respectivas retas tangentes sdo ri: y = x, ro: y =1, 1r3: y = —(x —1):

senx

6.16: Por exemplo, se f(x) = g(x) = x, temos (f (x)g(x)) = (x-x) = (x2) = 2x, e f'(x)g’(x) =1-1 = 1. Isto é, (f (x)g(x)) #
f/(x)g" ().

6.17: Ja sabemos que (x)’ =1, e que (x2)’ = 2x, o que prova a férmula para n =1 e n = 2. Supondo que a férmula foi provada para n,
provaremos que ela vale para n + 1 também. De fato, usando a regra de Leibniz e a hipétese de indugéo,

-1

MY = (- x™) =1-x"+x o nx" = x"+nx" = (n+ 1"

6.18: (1) =5 () (*—x7) = () = (7) = 3 = 7" @) A+x+5+2Y =AY + ) + () +(5) = 1+x+x% (4

(1 ) = = x)2 (1—x) = = x)2 (5) senx + x cos x (6) Usando duas vezes a regra de Leibniz: ((x2+1)senx cosx)’ = 2x sen x cos x +
(x? + 1)(cos® x —sen? x) (7) XeXsenx (gy (XELy — (A7) = (x_i)z (9 (x +1)° = f(g(x)) com f(x) = x° e g(x) = x + 1.

Logo, ((x +1)°) = f'(g(x))g’(x) = 5(x + 1)*. Obs: poderia também expandir (x 4+ 1)°> = x% + ---, derivar termo a termo, mas é
muito mais longo, e a resposta néo é fatorada. (10) Como (3 + l)2 = f(g(x)) com f(x) = x% e g(x) =3+ %, e que f'(x) = 2x,

g(x)—(3+ )’—O—Xz,temos((3+ )2)’—2(3+ ) (= )— 1—x2= =J/x, g(x)=1—x2,
/ —X senx 2sen(2x—1)
e que f'(x) = WY’ g’'(x) = —2x, temos (V1—x2) = T (12) 3sen? x cos x + 7 cos® x sen x (13) Tcos )2 14 {cos@x—T))2 (15)
1 v_ o-dy_ 1 232 . x  _ =%y 13y = 3(,2_1)3. — 2
() =) 2) =—3(1+x)72-(2x) = e = )(«/_) =((x*-1)2) = 5(x*~1)2-(2x) = 3xVx2 —1

(19) COS X+Xx senx (20)

(cosx)?

Obs: vale a pena simplificar a fracdo antes de usar a regra do quoc1ente' a7 Werew?

1
9+x2(x+v 9+x2)Z 4\/¥1/ 1+y/x
Usando duas vezes a regra da cadeia: (cos vV1+ x2) = (—senv1+x2)(vV1+x2) = % y12+x2 (21) cos(senx) - cosx
+x
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6.19: (1) (2e7*) =2(e™*) =2(e™ - (—x)) = —2¢7*. (2) ﬁ 3) (In(e®)) = (3x) = 3 (4) e*(senx + cosx) (5) cosx - e5"* (6)
1
e e* (7) 255 (8) Inx+xL =Inx+1(9) =& (10) —tanx (11) =

Tte2x X senx

X

X_g—x Xy . .
6.20: (senhx) =( 5—) =¢ +2€ = cosh x. Do mesmo jeito, (cosh x)’ = senh x. Para tanh, basta usar a regra do quociente. Observe
as semelhancas entre as derivadas das fun¢bes trigonométricas hiperbdlicas e as fungdes trigonométricas.

$999_1 999

—T no ponto a = 1, isto é:

6.21: (1) Sabemos que o limite lim,_,; d4 a inclinacéo da reta tangente ao gréfico da funcéo f(x) = x

lim, _,, % = f/(1). Mas como f'(x) = 999x%8, temos f’(1) = 999. (2) Da mesma maneira, lim,_, C‘;Sfjr'l =lim,_,, %Cﬂos(”) da

a inclinacfio da reta tangente ao grafico do cos no ponto 7. Como (cosx)’ = —senx, o limite vale 0. (3) 27 cos(m?) (4) % 5) A

1

6.22: Fora de x =0, g é derivavel e a sua derivada se calcula facilmente: g’(x) = (x?sen %)’ = 2xsen ; —cos % Do mesmo jeito f é

derivdvel fora de x =0. Em x =0,

. gh)—g(0) _ .
/©) = 1lim EW =8Oy hgen? 0.

00) =iy S = fiyhsen

(O tltimo limite pode ser calculado como no Exemplo 4.21, escrevendo —h < hsen % < +h.) Assim, g é derivavel também em x = 0. No

entanto, como
i P =£(0)
h—0 h

= lim sen 1
h—0 h>
£7(0) néo existe: f nio é derivavel em x = 0.

6.23: (1) (xV*) = (eV*Inxy = (1"7" + 1)xﬁ_%. (2) ((senx)*)’ = (Insen x + xcotan x)(senx)*. (3) (x*"*) = (cosx Inx + XX )x ">,
@ (Y = ((nx +1)Inx + %)xxxxx.

. ~ 1)(x+2)(x+3 3
6.24: As derivadas sio dadas por: (1) % % + ﬁ + xlﬁ — x+_4 - ﬁ - ﬁ) 2) %(% + 3cotan x + Sfi:%) 3)

k—1
(1_[2:1(1 +x1)) k=1 kﬁT

6.26: (1) —2X_— (2) % @A1@-106) =

(Ina)(1—x2) /1—(1—x2 /1—x2
6.28: (O gréfico da funcfio pode ser usado para interpretar o resultado.) (1) Temos f(—2) = f(1), e como f’(x) = 2x + 1, vemos que
a derivada se anula em ¢ = —% € (—2,1). (2) Aqui sdo trés pontos possiveis: ¢ = —m, ¢ = 0 e ¢ = +7. (3) Temos f(—1) = f(0) e

F/(x) = 4x® 41, cuja raiz é —(}—1)1/3 €(—1,0).

6.29: Vemos que existem dois pontos C em que a inclinacéo é igual a inclinacdo do segmento AB:

—f(a) _ sen(%)—sen(o)
—a = T

5 = % Como f’(x) = cos x, c é solucdo de cosc = % Com a calculadora
z_

O ponto ¢ € [—F, 7] é tal que f'(c) = f(blz
obtemos duas solucdes: ¢ = :I:arcos(%) ~ +0.69.

6.30: Como f ndo é derivavel no ponto 2 € [0, 3], o teorema ndo se aplica. N&o existe ponto C com as desejadas propriedades:

B
A
‘ 2
6.31: Sejam x7 < x,. Pelo Coroldrio 6.1, existe ¢ € (x4, x,) tal que
Senx, —senx
= A cos(c).

X — X1

Como |cos(c)| < 1, isso d& (6.17). Por ser derivavel, ja sabemos que senx é continua, mas (6.17) permite ver continuidade de uma
maneira mais concreta. De fato, seja a um ponto qualquer da reta. Para mostrar que senx €é continua em a, precisamos escolher um
€ > 0 qualquer, e mostrar que se x for suficientemente perto de a, |[x —a| < & (para um certo §) entdo

|senx —sena| <e.

Mas, usando (6.17), vemos que a condi¢io acima vale se § = €.
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6.32: (1): Como f/(x)=x%—x = x(x?—1), f(x) é crescente em [—1,0]U[1, c0), decrescente em (—o0,—1]U[0,1]:

|

1-9) +1-3)

(2): f(x)=2x3—3x2—12x 41 é crescente em (—00,—1]U[2, 00), decrescente em [—1,2]:

(=1,8)

vV,

(2,-19)

Observe que nesse caso, a identificacdo dos pontos em que o grafico corta o eixo x é mais dificil (precisa resolver uma equacéo do terceiro
grau). (3): f decresce em (—o0,—1], cresce em [—1,00). Observe que f ndo é derivdvel em x = —1. (4): J4 encontramos o grafico
dessa func¢io no Exercicio 2.10. Observe que f(x) = ||x| — 1| ndo é derivdvel em x = —1,0, +1, entdo é melhor estudar a variagio sem a
derivada: f é decrescente em (—oo,—1] e em [0, 1], crescente em [—1,0] e em [1, 00). (5) Como (senx)’ = cos x, vemos que o seno é
crescente em cada intervalo em que o cosseno é positivo, e decrescente em cada intervalo em que o cosseno é negativo. Por exemplo, no
intervalo [—7, 51, cosx > 0, logo senx é crescente:

N TN

[SE!

(6): f(x) = vx2—1 tem dominio (—oo0,—1]U[1, 00), é sempre ndo-negativa, e f(—1) = f(1) = 0. Temos f'(x) = —= Logo, a

v/ x2-1 ’
variacdo de f é dada por:
x
f'(x)
Variac. de f
Assim, o gréfico é do tipo:
-1 +1
Observe que lim,_,_;- f/(x) = —oo, lim,_, .1+ f'(x) = +c0 (6): Considere f(x) = 1—15 Como lim, 100 f(x) =1, y =1 é assintota
horizontal, e como lim,_,_- f(x) = +00, lim,_,_»+ f(x) = —00, x = —2 ¢ assintota vertical. Como f'(x) = ﬁ > 0 para todo x # 2,

f é crescente em (—o0,—2) e em (—2, 00). Isso permite montar o gréfico:
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(8): Um estudo parecido da

x2
(9): Como f’(x)=—xe z, f é crescente em (—00, 0], decrescente em [0, 00). Como f(x) — 0 quando x — +00, temos:

|

(10): Observe que In(x?) tem dominio D =R\ {0}, e (In(x?))’ = % Logo, In(x?) é decrescente em (—00, 0), crescente em (0, 00):

(11) Lembre que o dominio da tangente ¢é formado pela unido dos intervalos da forma Iy =]— % + km, 5 + kn[. Como (tanx) =
1+ tan? x > 0 para todo x € I}, tan x é crescente em cada intervalo do seu domfnio (veja o esboco na Secio 2.2.4).

6.33: Em t =0, a particula estd na origem, onde ela fica até o instante t;. Durante [t;, t5], ela anda em dire¢do ao ponto x = d;, com
. d x 14 s
velocidade constante v = ——— e aceleragdo a = 0. No tempo ¢, ela chega em d; e fica 14 até o tempo t3. No tempo t3 ela comeca a
2—h
andar em direcdo ao ponto x = d, (isto é, ela recua), com velocidade constante v = ti:f; < 0. Quando chegar em d; no tempo t,4, para,

fica 14 até t5. No tempo ts, comeca a acelerar com uma aceleracéo a > 0, até o tempo tg.

6.34: Como v(t)=t—1, temos v(0)=—1 <0, v(1)=0,v(2)=1>0,v(10) =9. Quando t — oo, v(t) — oco. Observando a particula,
significa que no tempo t = 0 ela estd em x(0) = 0, recuando com uma velocidade de —1 metros por segundo. No instante t = 1, ela estd
com velocidade nula em x(1) = —%. No instante t = 2 ela estd de volta em x(2) = 0, mas dessa vez com uma velocidade de +1 metro

por segundo. A aceleracdo é constante: a(t) =v'(t) = +1.

6.35: Temos v(t) = x’(t) = Aw cos(wt), e a(t) = v/(t) = —Aw? sen(wt) = —w?x(t).

a(t) - (D)

x(t)

Observe que v(t) é maxima quando x(t) = 0, e é minima quando x(t) = £A. Por sua vez, a(t) é nula quando x(t) = 0 e méxima quando
x(t) = £A.

6.36: A taxa de variagio no més t é dada por P’(t) = 2t + 20. Logo, hoje, P’(0) = +20 hab./meés, o que significa que a populacio hoje
cresce a medida de 20 habitantes por més. Daqui a 15 meses, P’(15) = +50 hab./més. A variacdo real da populacio durante o 16-ésimo

més serd P(16) — P(15) = +51 habitantes.

6.37: ComoV =12, V' =3L2L = 312 Logo, quando L = 10, V' = 150 m®/s, e quando L = 20, V' = 600 m®/s.

6.38: O volume do baldo no tempo t é dado por V(t) = %nR(t)g. Logo, R(t) = (%V(t))l/g, e pela regra da cadeia, R'(t) =
%(%V(t})‘zﬂﬁtv'(tl No instante t, que interessa, V(t,) = %"me', e como V’(t) = 2m® /s para todo t, obtemos

R(t,)= é(%%"rm}nzms _ ﬁm/s.
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6.39: Seja x a distancia de I até a parede, e y a distincia de S até o chdo: x? + y? = 4. Quando a vassoura comeca a escorregar,

x e y ambos se tornam funcdes do tempo: x = x(t) com x’(t) = 0.8m/s, e y = y(t). Derivando implicitamente com respeito a t,
/
_xx
y

Quando x — 27, ¥’ \, —00. Obs: Quando I estiver a 2—7.11- 10722 m da parede, S ultrapassa a velocidade da luz.

/ /I _ /_ o x _ _ 0.8x — I — 7 s « o
2xx" +2yy" = 0. Portanto, y’ = =-0.87 et 1) Quando x = 1m, y 0.46m/s (da onde vém esse sinal “-”?) 2)

6.40: Definamos 0 e x da seguinte maneira:

Temos tan § = 75 e como 0’ = 0.5 rad/s, temos x’ = 10(1 +tan® §)0’ = 5(1+tan? §). 1) Se P =A, entfo tan§ =0, logo x’ = 5 m/s. 2)
Se x = 10m, entdo tanf =1 e x’ = 10m/s. 3) Se x = 100m, entdo tan6 = 10 e x’ = 505m/s (mais rdpido que a velocidade do som,
que fica em torno de 343m/s).

6.41: Seja H a altura do baldio e 6 o angulo sob o qual o observador vé o baldo. Temos H' = 5, e tan6 = 2%' Como ambos H e 6

R . . 2 /_H _ 1 . £ 9l — 1
dependem do tempo, ao derivar com respeito a t d4 (1 +tan”0)0’ = g5 = 15, isto é: 6" = 0026y’
30 _ 5

estiver a 30 metros do chéo, tan6 = £j %, assim ' = g =~ 0.0735 rad/s. 2) No instante em que o baldo estiver a 1000 metros do
chio, tan0 = % =20, assim 8’ = 40—110 ~0.0025 rad/s.

1) No instante em que o baldo

nkT

6.42: Como P = nkTT, P = —WV’. Logo, no instante em que V = Vj, P’ = — 38T

5.
Y

6.43: (1) f(x)~x+1, f(x)~elx+2e71(2) f(x)~x, 3) f(x)>—x, (4 f(x)~1, (5) fF(x)~x, f(x)~1, f(x)~—x+ 7 (6)
f)~1+3.

6.44: Como v4+x ~ 2+ %, temos +/3.99 = v4—0.01 ~ 2 + % = 1.9975 (HP: +/3.99 = 1.997498...). Como In(1 + x) =~ x,
temos 1n(1.0123) = In(1 + 0.123) ~ 0.123 (HP: In(1.123) = 0.1160...). Como +/101 = 104/1+ ﬁ e que v1+x ~ 1+ %, temos
V0T ~10- (1+ 22%) = 10,05 (HP: V101 = 10.04987...).

3cos(3x+ 2xy3+3x2y? = . = = .
6.45: (1) y = %, @y = % (3) Atencéo: o tnico par (x,y) solucdo da equacio x = 4/x2+ y2 é (0,0)! Logo,
o L. ~ . ~ . . : /_ 1—3X2—4X—y / __ —Senx—xcosx
ndo h4 jeito de escrever y como funcdo de x, assim néo faz sentido derivar com respeito a x. (4) y' = SyTrxrz By = ~cosy—yseny

7 cosy—cos(x+y)
©) ¥ = tenyreosxy)

. ’_ 2x 2—2xy
6.46: (1) Com y = 1— W’ x2+4y3°

por equagdes do tipo acima podem ser representadas usando qualquer programa simples de esboco de funcdes, por exemplo kmplot.

y= %x + %. (2) Com y’ = y= %x + %. (3) y =—x+2. Obs: curvas definidas implicitamente

6.47: (1) Queremos verificar que % > ﬁ+¢7 para todo x,y > 2. Elevando ambos lados ao quadrado (essa operagdo é permitida,

< (ﬁ;ﬁ)z

Xty (ﬁgﬁ)z _ HZ\/iﬁer

ja que ambos lados sdo positivos), , e rearranjando os termos obtemos 0 , que é sempre

IETN
=

¥
verdadeira. (2) Se x,y > 0, % < 2% éequivalente a 4xy < (x + ¥)?, que por sua vez é equivalente a 0 < (x — y)?, que é sempre
=

verdadeira. Logo, % é convexa em (0, c0). Como % é impar, a concavidade em (—00, 0) segue imediatamente.

3
6.48: (1) % —x é concava em (—o0, 0], convexa em [0, o0). O grafico se encontra na solugio do Exercicio 6.32. (2) —x3 4+5x%2—6xé
convexa em (—oo, %], concava em [%, 0):

(3) Se f(x) =3x*—10x®—12x%+10x +9, entdo f”(x) = 12(3x2—5x —2). Logo, f (x) é convexa em (—oo, —%] e em [2,00), concava
1
em [—3,2].
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\ 2

Wl

(4) Como (}()” = x%, }( é concava em (—o0,0), convexa em (0, 00) (confere no gréfico do Capitulo 2). (5): Como f”(x) = (x + 2)e¥,
f é concava em (—oo,—2], convexa em [—2, 00):

—2

12(x+6)

6): f(x)= (’;2_—;)92 ¢ bem definida em D = (—00,3) U (3,+00). Como f”(x) = A f(x) é cobncava em (—oo,—6], convexa em

(—6,3) e (3,+00):

(7) Com f(x) = xe™>* temos f”(x) = (9x — 6)e~>*. Logo, f é concava em (—0o, 3], convexa em [, 00):

8) f(x)=|x|—xé=0sex=>0,e=—2x se x <0. Logo, f é convexa. Obs: como |x| ndo é derivavel em x = 0, a convexidade
néo pode ser obtida com o Teorema 6.3. (9) Se f(x) = arctanx, entdo f'(x) = ﬁ, ef’(x)= ﬁ Logo, arctanx é convexa em
2

xZ

]—00,0], concava em [0, co) (confere no gréfico da Se¢do 2.4.3). (10) f(x) = e~ tem F”(x)=(x%2—1)e~ 7. Logo, f é convexa em
]—o00,1] e [1,00), e concava em [—1,1] (veja o grafico do Exercicio 6.32). (11) f(x) = L_ & convexa em (—oo,—%] e [%, 00),

x2+1

concava em [—‘%, ‘/ié].

sk
=8

6.49: Nos dois primeiros e tltimo exemplos, as hipéteses do Teorema 6.4 sdo verificadas, dando

log(1+5)  (log(1+5))|s—o  Trsh—o 1

lim = = P
5—0 e2—1 (e%Y]s—0 2e>| g 2
. _cost+1 ,
tlgrflr - —(cost)|;=r =sent|,—o =0.
senx (senx) |, =0 cos0 1
lim = = —.

xo0x2+3x  (x2+43x)|—g 2-2+3 3

No terceiro, o teorema néo se aplica: apesar das fun¢des 1 —cos(a) e sen(a+ %) serem derivaveis em a = 0, temos sen(0+7/2) =1 #0.

l—cos(a) __ 0 _
9=o.

Logo o limite se calcula sem a regra de B.H.: lim,_,, sen(atn/D) =
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2
6.50: (1) 0 (B.H. nio se aplica) (2) % (3) 400 (B.H. nio se aplica) (4) lim,_,, (senx)” (lim, o 22X )? = 1% = 1 (nfo precisa de

x2 x

1 1
B.H.) (5) Usando B.H., lim,_q = LE = _Jim, o 20 — _jim,_,, ZL = —1. (6) 1 (7) 0 (8) 0 (9) —2 (10) 1 (1) 1 (12) 2 (13)

sen sen Ccos x
0 (B.H. ndo se aplica) (14) 0 (15) O (aplicando duas vezes B.H.) (16) 0 (17) Como e"X = x. o limite ¢ 1 (B.H. se aplica mas néo
Vo . VEy1+1
xovo0 P = limy o0 AT = 1. (19) —1/3 (sem B.H.!)
(20) 2 (21) 0 (B.H. nfo se aplica) (22) lim,_, “S% = lim,_,00(1 + ¥*) = 140 = 1 (Obs: Aqui B.H. ndo se aplica, porqué

/ 2 l
—(Xtie;x) = lim,_, (1 + cosx), que nio existe.) (23) % (24) lim,_o+ = S;:n £ = lim, o+ X sen% = 0, com um “sanduiche”.

serve para nada!) (18) Esse limite se calcula como no Capitulo 4: lim

hmx —00

Aqui B.H. nio se aplica, porqué o limite lim,_,q+ (x? sen }()’ néo existe. (25) % (27) (Segunda prova, Segundo semestre de 2011) Como
lim,_, ., arctany = %, o limite é da forma %. As funcdes sdo derivaveis em x > 0, logo pela regra de B.H.,

1 1 =1
arctan(y)—3 _ . GR 20 -1
x—0% X x—0t 1 x—0t 1+ x2

(26) 1/2.
6.51: (1) ve (2) limy_,o+ x* = exp(lim, o+ xInx)=e®=1. 3) 2 @D 1(5) e (6) 1 (7)1 (8) 1 (9) ™! (10) 0 (11) —e/2

6.52: Para o primeiro,

lim (Z+9)Z =exp( lim zlnz+9)

z—00 g —9 Z—00 z2—9
In(z+9)—In(z —
= exp( lim w) e as hip6t. de BH satisfeitas, logo
200 1
z
1 1
_ : 2+9 z—9
-l i, P57
Z
. 1827
=exp(lim —=57)
=el8,

Para o segundo,

. _ . . Inx)?
Jim e =g Jim (Un) - x)) = exp( Jim, x(F 1)

2 2
Usando BH duas vezes, verifica-se que lim,_, o, (1";) =0, o que implica lim,_, x(@ —1) = —00. Logo, lim,_,00 x™¥e™ = 0. O
dltimo limite se calcula sem usar B.H.:
1
V2x+1 1+ 5; 1
lim = =2 lim 2 = y2- =42
x—=00 /3 —1000 X—00 1— 1000 1
X

Capitulo 7

7.1: (1) As hipdteses do teorema néo sdo satisfeitas, pois o dominio nédo é um intervalo finito e fechado. Mesmo assim, qualquer x € R
é ponto de maximo e minimo global ao mesmo tempo. (2) As hip6teses ndo sdo satisfeitas: o intervalo ndo é limitado. Tém um minimo
global em x = 1, ndo tem maximo global. (3) Hipdteses ndo satisfeitas (dominio ndo limitado). Maximo global em x = 0, ndo tem
minimo global. (4) Hipdteses néo satisfeitas (o intervalo nio é fechado). Tém minimo global em x = 2, ndo tem maximo global. (5)
Hipoteses satisfeitas: minimo global em x = 2, maximos globais em x = 0 e x = 2. (6) Hipdteses satisfeitas: minimos globais em 1,—1

e 0, maximos globais em —% e %

|
Njw
ol
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(7) Hipdteses satisfeitas: minimos globais em x = —2 e +1, maximos globais em x = —1 e +2. (8) Hipdteses satisfeitas: minimo global
em x = +1, maximo global em x = —1. (9) Hipéteses ndo satisfeitas (f ndo é continua). Ndo tem méximo global, tem minimos globais
em x = 0 e +3. (10) Hipoteses satisfeitas: minimo global em x = 0, méaximos locais em x = 2 e 4. (11) Hipdteses ndo satisfeitas (f
é continua, mas o dominio néo é limitado). Tém minimo global em x = 0, ndo possui maximo global. (12) Hipdteses ndo satisfeitas
(intervalo néo limitado). No entanto, tem infinitos minimos globais, em todos os pontos da forma x = —% + k27, e infinitos maximos
globais, em todos os pontos da forma x = § + k2.

7.2: (1) Méximo local no ponto (—2,25), um minimo local (e global) em (1,—2). (2) Sem min./méx. (3) Minimo local (e global)
em (—1,—%) (Atengdo: a derivada é nula em x = 0, mas ndo é nem méaximo nem minimo pois a derivada ndo muda de sinal). (4)

f'(x)= —le:—;(il, tem um minimo local (em global) em (1, f(1)), um maximo local (e global) em (—1, f(—1)). (5) Méaximo local (e

global) em (0,1). (6) Maximo local em (1,e™1). (7) Minimo local em (—1,—%), méximo local em (1, %). (8) Minimo local em (e 1, e~1/).
(9) Méximo local em (e™2, 4e~2), minimo local em (1, 0).

7.3: a=—-b=3.
74: Dro=0,2r,= V20. Como lim, o+ V(r) = +00, V ndo possui maximo global. V decresce em (0, r, ], cresce em [r,, 00):

v(r)

Obs: O potencial de Lennard-Jones V(r) descreve a energia de interacdo entre dois dtomos neutros a distancia r. Quando 0 < r < ry
essa energia é positiva (os 4&tomos se repelem), e quando ry < r < oo essa energia € negativa (os 4tomos se atraem). Vemos que quando
r — 00, a energia tende a zero e que ela tende a +00 quando r — 0*: a distancias longas, os 4tomos nio interagem, e a distancias
curtas a energia diverge (carogo duro). A posicdo mais estavel é quando a distincia entre os dois dtomos é r =r,.

7.5: (1) A fungéo drea é dada por A(x) = 4xvR2 —x2, x € [0,R]. O leitor pode verificar que o seu maximo global em [0, R] ¢ atingido
em x, = . Logo, o retdngulo de maior 4rea inscrito no circulo tem largura 2x, = +/2R, e altura 24/R2—x2 = v2R. Logo, é um
quadrado! (2) Usaremos a variavel h € [0,4] definida da seguinte maneira

y=—2x+12

X1 X3

A area do retdngulo é dada por A(h) = h(x, — x3). Ora, x; =he x, =6— % Logo, x5 —x; = 6— 32—h Portanto, queremos maximizar

A(h) =h(6— %) em h € [0,4]. E facil ver que o de maximo é atingido em h, = 2. Logo o maior retingulo tem altura h, = 2, e largura
3h

6— T* =3.

7.6: A altura do tridngulo de abertura 6 € [0, t] é cos %, a sua base é 2sen %, logo a sua area é dada por
6 6 1
A(0) = COS(E) sen(E) =3 sen O .(3pts)

Queremos maximizar A(8) quando 8 € [0,7]. Ora, A(0) = A(%) = 0, e como A’(0) = %cos 0, A'(0) = 0 se e somente se cos @ = 0,
isto é, se e somente se § = 5 ptl. Ora, como A'(8) > 0se 8 < 7, A(6) < 0se 6 > %, 7 é um méximo de A (2pts). Logo, o
tridngulo que tem maior drea € aquele cuja abertura vale 5 (2pts). Obs: pode também expressar a drea em funcéio do lado horizontal x,

Alx)= %x 1—(3)?. Obs: Pode também introduzir a variével h, definida como
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A

1

e fica claro que o tridangulo de maior area é aquele que tem maior altura h, isto é, h = 1 (aqui nem precisa calcular uma derivada...), o
que acontece quando a abertura vale 7.

7.7: Seja x o tamanho do lado horizontal do retdngulo, e y o seu lado vertical. A area vale A= xy. Como o perimetro é fixo e vale
2x 4+ 2y = L, podemos expressar y em funcdo de x, y = % — X, e expressar tudo em termos de x: A(x) = x(% — x). Maximizar essa
fun¢do em x € [0, L/2] mostra que A é maxima quando x = x, = %. Como y, = % —X, = %, o retangulo com maior area ¢ um quadrado!

7.8: Suponha que a corda seja cortada em dois pedacos. Com o primeiro pedaco, de tamanho x € [0, L], facamos um quadrado: cada
um dos seus lados tem lado %, e a sua area vale (%)2. Com o outro pedaco facamos um circulo, de perimetro L — x, logo o seu raio é
L—x

%=, easuadrea rc(Lz;nx)Z. Portanto, queremos maximizar a funcéo

2 2
X (L—x)
Alx):=—+——, comx€[0,L].
x) 16 4 [ J
2 2
Na fronteira, A(0) = i—n (a corda inteira usada para fazer um circulo), A(L) = %—6 (a corda inteira para fazer um quadrado). Procuremos os
pontos criticos de A: € fcil ver que A'(x) = 0 se e somente x = x, = HLZ €(0,L). Como A(x,) = «i—jm, temos que A(x,) <A(L) <A(0).
7

Logo, a area total minima ¢ obtida fazendo um quadrado com o primeiro pedaco de tamanho x, ~ 0.56L, e um circulo com o outro
pedago (L —x, ~0.43L). A area total maxima é obtida usando a corda toda para fazer um circulo.

7.9: Q. =(2,4)

7.10: Seja C = (x,0), com 1 < x < 8. E preciso minimizar f (x) = +/(x —1)2 + 32 + 4/(x —8)2 + 42 para x € [1,8]. Os pontos criticos
de f sio solucbes de 7x2+112x—560 = 0 (em [1,8]), isto &, x = 4. Como f”(4) > 0, x = 4 é um minimo de f (pode verificar calculando
os valores f (1), f(8)). Logo, C = (4,0) é tal que o perimetro de ABC seja minimo.

7.11: a==1.

7.12: Considere a variavel x definida da seguinte maneira:

~~._ P=(a,b)
h - S S
g
\ ] X Q
Assim temos que a drea do tridngulo em funcéo de x, A(x), é dada por A(x) = %(a + x) - h. Mas, como % = %, temos h = w, que
2 —
ddA(x) = %@ Procuremos o minimo de A(x) para x € (0, c0). Como A é derivével em todo x > 0, A'(x) = %(X“)Z#, vemos que

A possui dois pontos criticos, em —a e +a, e A'(x) > 0 se x < —a, A'(x) < 0se —a < x < a, e A'(x) > 0 se x > a. Desconsideremos 0 —a
pois queremos um ponto em (0, 00). Assim, o minimo de A é atingido em x = a, e nesse ponto A(a) = 2ab:

A(X) \/
2ab

X

7.13: Representamos o tridngulo da seguinte maneira:
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Parametrizando o tridngulo usando a varidvel x acima (pode também usar um 4ngulo), obtemos a area como sendo a funcdo A(x) =
x(R + vR2—x2), com x € [0,R]. Observe que niio é necessério considerar os tridngulos cuja base fica acima do eixo x. (Por qué?)

Deixamos o leitor verificar que o mdximo da funcéo A(x) é atingido no ponto x, = ‘/T§R, e que esse x,, corresponde ao tridngulo equilatero.
7.14: O tnico ponto critico de o(x) é x,, = % (isto ¢, a média aritmética). Como o”/(x) = 2n > 0, x, é minimo global.

7.15: Seja F aformiga, S (respectivamente ) a extremidade superior (respectivamente inferior) do teldo, 6 o 4ngulo SFI, e x a distincia
de F a parede:

F X

Se x ¢ a distincia de F a parede, precisamos expressar 6 em funcdo de x. Para comecar, 0 = a — 3, em que a é o dngulo SFO, e f§ o
angulo [FO. Mas tana = % etanf} = % Logo, precisamos achar o maximo da funcdo

= 8 _ 3
0(x) = arctan ; —arctan3, comx >0.

Observe que lim,_,o+ 8(x) = 0 (indo infinitamente perto da parede, a formiga vé o teldo sob um angulo nulo) e lim,_, o, 8(x) =0 (indo
infinitamente longe da parede, a formiga também vé o teldo sob um angulo nulo), é claro que deve existir (pelo menos) um 0 < x, < o0
que maximize 6(x). Como 6 é derivavel, procuremos os seus pontos criticos:

1 -3 120 —5x?

, 1 -8
0'(x) = —5(=)- (F):(.'.):m'

1+(52 x27 1+4(3)?

Logo o unico ponto critico de O no intervalo (0, 00) é x, = +/24. Vemos também que 6’(x) > 0se x < x, e 8'(x) < 0 se x > x,, logo x,
€ o ponto onde 0 atinge o seu valor mdximo. Logo, para ver o teldo sob um dngulo médximo, a formiga precisa ficar a uma distancia de
V24 ~ 4.9 metros da parede.

7.16: Seja R o raio da base do cone, H a sua altura, r o raio da base do cilindro e h a sua altura. Para o cilindro ser inscrito, % = I%

(para entender essa relagéio, faca um desenho de um corte vertical). Logo, expressando o volume do cilindro em fungdo de r, V(r) =
%rZ(R— r). E fécil ver que essa fun¢fo possui um maximo local em [0,R] atingido em r, = %R. A altura do cilindro correspondente é

h, = % (Obs: pode também expressar V em funcio de h: V(h) = mR?h(1— %)2.)

7.17: Sejar o raio da base do cone, h a sua altura. O volume do cone ¢é dado por V = % x mtr? x h. Como h e r sdo ligados pela relacio
(h—R)? + r2 = R?, podemos expressar V somente em termos de h:

V(h) = Zh(R*— (h—R)*) = Z(2RK* — %),

onde h € [0,2R]. Os valores na fronteira sdo V(0) = 0, V(2R) = 0. Procurando os pontos criticos dentro do intervalo: V/(h) = 0 se e
somente se 4Rh—3h% = 0. Como h = 0 nio esta dentro do intervalo, somente consideramos o ponto critico h, = %R. (Como V”(h,) <0,
é méximo local.) Comparando V (h,) com os valores na fronteira, vemos que h, é méximo global de V em [0, 2R], e que tem dois minimos

globais, em h = 0 e h = 2R. O maior cone, portanto, tem altura %R, eraio 1/R2— (%R—R)2 = ‘/TER.
7.19: Cada quadrado retirado deve ter os seus lados iguas a %(1 — ‘/ig).

7.20: Como no exemplo anterior, T(x) = —”xf;’hz + LV;ZX Procuremos o minimo global de T em [0,L]. O ponto critico x, é solucdo
de —A— -1 =0 Isto ¢ x, = —"—no
V)21

viVx2+h2 V2

. Se v; = v,, T ndo tem ponto critico no intervalo, e T atinge o seu minimo global em

x = L (a melhor estratégia é de nadar diretamente até B). Se v; < v,, € se I E—3 L, entdo T tem um minimo global em x, (como
( ’ t:3 ) 1<V ol & « (
" h ‘ . i h
_ >
T"(x)= e 0 para todo x, T é convexa, logo x, € (0, L) é bem um ponto de minimo global). Por outro lado, se YN L,

entdo x, ndo pertence a (0, L), e o minimo global de T é atingido em x = L.

7.21: Seja O o centro da piscina. Uma estratégia que minimize o tempo de viagem é de nadar em linha reta de A até um ponto C na
beirada tal que o 4ngulo COB seja igual a § (ou —3). Depois, andar na beirada de C até B.
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7.22: A maior vara corresponde ao menor segmento que passa por C e encosta nas paredes em dois pontos P e Q (ver imagem abaixo).

D

Seja 6 o angulo QCD. Quando 6 é fixo, a distincia de P a Q vale

L + M
cos® senf

f6)=

Precisamos minimizar f no intervalo (0, 3). (Observe que limy_,q+ f(0) = +00, lime z— f(0) = +00.) Resolvendo f’(0) = 0, vemos
-3

que o tnico ponto critico 6, satisfaz tan® 6, = M /L. E fécil verificar que f é convexa, logo 6, ¢ um ponto de minimo global de f. Assim,
o tamanho da maior vara possivel é igual a

F0) = =L(1+ (/L3

Observe que quando L = M, a maior vara tem tamanho 2+/2L, e quando M — 0", a maior vara tende a ter tamanho igual a L.

7
Capitulo 8
/
8.1: (J4avimos no Exemplo 6.36 que a afirmacdo vale parap = 1, g = 1.) Observe que M = (w

X
paraq =1 e p > 0 qualquer: lim, _, o, W0 — 0, Mostremos por inducéo que se a afirmagéo vale para p > 0 (lim,_, o
ela vale para p + 1. De fato, pela regra de B.H.,

)4. Logo, basta provar a afirmacio

w =0), entéo

p+1 + 1)(1 p 1 D
i @0 (A D) —(p+1) tim BX _
X—00

x—00 X X—00 1

Entdo, a afirmacéo estard provada para qualquer p > 0 se ela for provada para 0 < p < 1. Mas para tais p, (Inx)? < Inx para todo x > 1,
logo,
(Inx)P Inx

lim < lim =0,
Xx—00 x x—00 X

pelo Exemplo 6.36.
8.3: (1D0(2)0(3)—00 (4)0(5) 0 (6) oo (7) 0(8) oo

8.4: (1) A funcdo é a sua propria assintota obliqua. (2) N&o possui ass. (3) y = —2 (vertical), y = x —2 em *00. (4) N&o possui ass.
(5) y=0em —oco,y =xem+00. (6) y=xem+00. (7) y =x—1In2 em +00, y = —x —In2 em —o0. (8) Néo possui assintotas:

? VIn2 x+1

In:

e X+

. 1 . . .
apesar de m = lim,_, o, existir e valer 1, lim,_, o {e —x}=o0.

X

2
8.5: Em geral, ndo. Por exemplo, f(x) = x+ % sen(x?) possui y = x como assintota obliqua em 4+00, mas f/(x)=1— % +2cos(x2)
néo possui limite quando x — 0o. Na verdade, uma fung¢io pode possuir uma assintota (obliqua ou outra) sem sequer ser derivavel.

;s —1\2 . . . ~ . ~ ; s
8.6: (1): O dominio de (le) é D =R\ {0}, o sinal é sempre ndo-negativo, tem um zero em x = 1. f nfo é par, nem impar. Os limites
relevantes sdo lim,_,y+ f (x) = +00, logo x = 0 é assintota vertical, e

. x—1y2 x—1y2 ¢ . 11W2_ o
Jim () = (im, =) == (im0 -2 =101,
Logo, y = 1 é assintota horizontal. f é derivavel em D, e f'(x) = @
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X 0 1

f/(x) + — 0 +
+ 00 +00
Var. de f ~ /
/ min

f possui um minimo global em (1,0). A segunda derivada é dada por f”(x) = %. Ela se anula em x = %, e muda de sinal neste
ponto:

X 0 %
F(x) + + 0 -
Conv. de f — — 0 —~

Logo, f é convexa em (—o0,0) e (0, %), concava em (%, 00), e possui um ponto de inflexdo em (%,f(%)) = (%, é).
x=0
fx)

X

OURANERES

(2): O dominio de f(x) = x(Inx)? é D = (0,4+00), e o seu sinal é: f(x) > 0 para todo x € D. A funcfio nio é par nem impar.
Como lim,_,, f(x) = +00, nfo tem assintota horizontal. Para ver se tem assintota vertical em x = 0, calculemos lim,_,g+ f(x) =

2
lim, o+ (1;1/);) . Como ambas funcdes (In x)? e 1/x sio derivaveis em (0, 1) e tendem a +00 quando x — 0F, apliquemos a regra de B.H.:

. (lnx)? . 2(Inx)1/x .
lim = lim =—2 lim xIlnx.
x—0t 1/x x—0* —1/X2 x—0t

Usando a regra de B.H. de novo, pode ser mostrado que esse segundo limite é zero (ver Exemplo 6.37). Logo, lim,_,o+ f(x) = 0: néo
tem assintota vertical em x = 0. A derivada ¢ dada por f’(x) = Inx(Inx +2).

X e_2 1

f'(x) + 0 - 0 +

Variac. de f __— méx. —_ _—

O méximo local estd em (e72, f(e72)) = (e72,4e %), e o minimo global em (1, (1)) = (1,0). A segunda derivada de f é dada por
_ 2(Inx+1)
£ = ),

b'e e~ 1
f(x) - 0 +
Conv. de f — —~

Logo, f é concava em (0,e~!), possui um ponto de inflexdo em (e™!, f(e™')) = (e7!,e7 1), e é convexa em (e}, +00).

(¢72,4e72)

(1,0)
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Podemos também notar que lim,_,q+ f'(x) = +00.

2

8.7: D =R\{*4}. Os zeros de f(x):=):‘2—:1‘:5 sdo x =—2, x = +2, e o seu sinal:

—4 —2 2 4
x2—4 + + 0 - 0 + +
x2— 16 + 0 - - - 0 +
f(x) + - 0 + 0 - +
Como
_4
. o X2 _
xl}rinoof(x) - xl}rj:noo 1— 16 =1
x2
areta y = 1 é assintota horizontal. Como
lim f(x)=Foco, lim f(x)==o00,
Jim | f (x) Jim | f (x)
as retas x = —4 e x = +4 sfo assintotas verticais. A primeira derivada se calcula facilmente: f’(x) = ﬁ, logo a variagdo de f é
dada por:
x —4 0 4
f'Gx) + + 0 - -

Variag. de f / - mAXx. ~ \

A posicdo do méximo local é: (0, f(0)) = (O, %). O grafico:

=
Il

+

N

A segunda derivada: f”(x) =24 (ﬁﬁ’g; , e a convexidade é dada por

x —4 4
f0x) + - +
Conv. f ~ ~ —

8.8: OBS: Para as demais funcdes, colocamos somente um resumo das solugdes, na forma de um grafico no qual o leitor pode verificar
os resultados do seu estudo.
(1) Ass. vert.: x = 0. Ass. obliqua: y = x.
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x+1
(1,2)
x
(=1,-2)
(2) Ass. vert.: x =0. Ass. obl.: y = x.
X+ XLZ
(21/3 21/3 49-2/3)
-1
x
3)
—2x
PO~y 1
Xx2+1
inflex: (—‘/ig, %) — inflex: (%, %)
£ = 2(3x2—1
To(x2+1)3
(C))]
X
x2—1
x=—1 ‘ (1 +x?)

| | /

: : f= ety

| |

! ! —2x(3x% +1)

: : fre)= (x>—1)3

; ; x X

| N\

: : pt. inflex.: (0,0)

| |

| |

| |

! lx=1
5)

£ =1—2x2)e™

1
. SRR
pt. inflex.: (—4/3/2.f(v/3/2 )) F(x) =—2x(3—2x2)e™*
X

pt. inflex.: (4/3/2.f(+/3/2))

pt. inflex. (0,0)
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), (), (8):

cosh x

senh x
o x= +1
V tanh x
) ;14
()]
x3-1
! x3+1
! 2
I N bx
| F )=y
|
,,,,,,,,, Ao
x=1 | weoy_ 12x(1—2x%)
j 1 F= =
|
|
1 -/\ Pt. de inflexdo: (27/3,—1/3)
|
|
|
|
x=—11 Pt. de inflexo e critico: (0,—1)
(10):
% sen(2x)—sen(x)
2n
3 —
4n
3
an:
X
vx2er7 o y=1
1
10y —
0= s
” . —3x
\ Pt. de inflexdo: (0,0) f7e) (x2+1)5/2
y=— T mmTT T
8.9: (1)
In|2—5x]|
|
|
|
|
|
\f
|
|
l
I y=2
5
2)
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In(In x)

x=1
3)
e (x2 —2x)
F/(x) = —(x% —4x +2)e™*
(3—v10/2,§ (3-v10/2)) /()= (x*—6x +6)e™™
(2+v2,f(2+v2)) — (3++v10/2,f (3++v10/2))
— <
) -
ass. horiz.: y =0
(2-v2,f(2-v2))

()]

maéx. glob.: (e, v/e) pt. infl.: (g, f (x2))

Ass. Horiz.: y =1

pt. infl.: (xq,f(x1))

Os pontos de inflexdo sdo solucdes da equagio (1—Inx)?—3x+2x Inx = 0. Pode ser mostrado que esses satisfazem x; =~ 0.58, x; =~ 4.37.

(5)

, 2—Inx
X)=—7
bz pt. infl.: (e8/3, £ (¢8/)) 0= 30m
X
3
x4——11‘1x
f”(x)=—£;3
(e2,2/e) 2

/ ==

ass. horiz.: y =0

©)

ass. horiz.: y =0

i

méx. global em (e*, f(e*))

pt. infl. em (e!*V13, f(e11V13)

) _ 4-Inx " _ (Inx)®—2Inx—12
fi(x)= *(Inx)3’ fr(x)= x2(Inx)*

(7) Ass. horiz.: y =In3. Ass. obl.: y =2x.

238

Cdlculo 1, Versdo 1.02 (26 de fevereiro de 2015). Sugestdes, criticas e corre¢des: sacha@mat.ufmg.br



APENDICE A. SOLUCOES DOS EXERCICIOS

\ pt. infl.

ooy e¥(2e¥—1)
In(e?* —e* +3) f(x)_ezx_ex+3
y=1In3
Lo ) ) _e*(12e* —e** —3)
pt. infl. min. global: (In 3, f(In3)) )= T e 137

(8) Observe que (e'x‘ —2)% é par, e ndo é derivavel em x = 0.

(el = 2)°

™~ pt. infl.: (In2,0)
“———— min. global: (0,—1)

pt. infl.: (—1n2,0) ~

(€]
(10)
2
arcos( 172 )
77777777777777777777777777777777777777 y=nmn
Obs: a funcdo ndo é derivavel em x = 0!
(1D

Obs: f'(x) = f(x)¢(x), onde p(x) = %(% + )ﬁ). A funcdo nio é derivavel nem em x = 0, nem em x = 1 (apesar de ser continua

nesses pontos). f(x) = (¢(x)? + ¢’ (x))f (x) = —% %, logo, f é convexa em (—00,0) e (0, 1), concava em (1, 00). Essa fungdo

. , P 1
possui uma assintota obliqua: y = x — z.
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Capitulo 9

9.3: A soma associada d4, usando a férmula sugerida,

1/n

e eZ/n e(nfl)/n e—1

0
area(R,) = — + +
n

. 1/n_ . _ .
Mas lim,,_, o0 & 1;" L = lim,_,o+ e[t 1 —1. Logo, drea(R) =e—1.

9.5 (DI(x)=0sex< %,I(x):(x—%) se x > % 2) I(x)=—§ +x (3) I(x) = x% —x.

9.6: (1) —2x+C (2) 5+C (3) % +C (4) 27 +C (5) 2(1+x)*/2+C (6) senx +C (7) —cosx +C (8) } sen(2x)+C (9) e* +C (10)

X+eX+C (D Fe2 +¢ (12) —3e +¢ (13) 2/x + C (14) Inx + C (15) arctanx + C (16) Com —1 < x < 1, arcsenx + C

9.8: Como % —x é primitiva de f(x) = x—1, temos foz(x —1)dx = (% —x)|§ = 0. Esse resultado pode ser interpretando decompondo

a integral em duas partes: fozf(x) dx = fol flx)dx + flzf(x) dx. Esbogando o gréfico de f(x) entre O e 2,

- 1 . S ] [ . .
Vemos que a primeira parte f o f(x)dx = —% é a contribuicdo do intervalo em que f € negativa, e é exatamente compensada pela

contribuicdo da parte positiva flz f(x)dx = +%4

9.9: Nio, a conta nio esta certa. E porqué a funcio xiz néo é continua (nem definida) em 0, ora O pertence ao intervalo de integracéo.

x . ( , . 2 . e
Logo, o Teorema Fundamental n&o se aplica. No entanto, serd possivel dar um sentido a f 3 x% dx, usando integrais improprias.

9.10: (D5, (2) ¥, (3 3, @ 1. (5 2.
9.11:

2 1 Inx

> X Azf_zleydyzez—e_l.
L/

Observe que expressando a drea com uma integral com respeito a x,

—1

A= f (2—=(-1))dx+ f (2—Inx)dx.
0 el

Essa integral requer a primitiva de In x, o que nio sabemos (ainda) fazer.

9.12: Consideremos f, para diferentes valores de a:

A area debaixo do grafico de f, é dada pela integral

Il
wl
Q
Q

IQ:J fa(x)dxzea;:f (@ =x¥dx=(-)=2qe@.

Um simples estudo de a — I, mostra que o seu maximo ¢é atingido em a = 1.
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9.13: Como I, = ;i7a = , temos lim,,_, o, I;, = a. Quando n — 00, o grafico de x — x1/m em R, tende ao grafico da funcdo constante

f(x)=1. Ora, fo f(x)dx =a!

4 3 2 _
9.14: () -5 -5 +%5 +x+C, (2 55—+ c,3) -5 —2+C, @ 2tanx +C.
9.15: (1) é(x+1)8+C (Obs: aqui basta fazer a substituicdo u = x+1. Pode também fazer sem, mas implica desenvolver um polinémio de

grau7!) (2) 2(2x+1)+c 3) 8(1_4x)2 +C (@) —% cos(xH)+C, (5) 3 sen(x)+C, ou—3 cos?(x)+C (6) 2sen(vX)+C, (7) 5+ sen(2x)+C,
(8) Ln(1+x2)+C, (9) 5(1+senx)2 +C (10) ftanx dx =f SRX dx = f (cosxy’ dx—In|cosx|+C. (11) %1n(1+x2)+5 arctan x+C (12)

cos x cos x

ﬁ arctan( X+1)+C (13) Com a substituigdo u := e*, du = e*dx, fe tan(e")dx = ftanudu =—In|cos u| +C =—In|cos(e¥)|+C. (14)
m l+y +C (15) (1 +x2)2 +C (16) 2(1+X2) +C(17)— m+ Sem +C (aideia aqui é escrever ¢ COS t = ;:;M cost = = Se“ tcos t)

6
(18) (se[zx) _ (sen6x)

9.16: (1) Comu=1—x2, du=—2xdx, temos
2x3dx x? 1—u
——dx=— —(—2x)dxz—f du
V1—x2 JVI—XZ vu
=—21/u+%u3/2+C

=—2vV1-x2+2(1-x?P®%+C.

(2) Completando o quadrado, e fazendo a substituicio u = 2x — 1,

dx dx 2dx
JVX—XZ_J1/%—(X—%)2_J VI—(x—1)2

=arcsenu+ C =arcsen(2x —1)+C.

du
V1—u2
(38) Com u = Int, fl"—xdx = fudu = ﬁ +C = %(1nx)2+C (4) Com u = e¥, feexexdx = fe”du =el+C=¢" +C. (5
fodx—x 2/x+2In(1+ 4/x)+C. (6)ftan xdx—f(1+tan x—1)dx =tanx —x +C.

9.17: (1) senx—xcosx +C, (2) %x sen(5x) + % cos(5x) + C (3) Integrando duas vezes por partes:
f x%cosxdx = x%senx — f (2x)senxdx = x%senx — 2{x(—cosx) —J(—cosx)dx }
Portanto fxz cosxdx =x%senx —2(senx —x cosx)+ C. (4) (x—1)eX +C (5) —%E_SX(XZ — %x — %) +C (6)

J x3cos(x?)dx = j x2(x cos(x?))dx = xz(% sen(x?)) —J(Zx)(% sen(x?))dx

= %xz sen(x?) + % cos(x?)+C.

9.18: (1) farctanxdx = x arctan x— f T2 dx —xarctanx——ln(1+x2)+C (2) x(Inx)?—2x(Inx—1)+C (3) xarcsen x++v1 —x24+C
(€) fx arctanx dx = 5 (x arctan x — x + arctanx) + C

9.19: (1) ——(senx +cosx)+C (2) £ (sen t—scost)+C (3) 5(sen(Inx)—cos(Inx)) +C

1+s
9.20: Chamando u = v/ x + 1, temos
3 2
f eV tldyx = J 2uet du = 2{ue" —e”}ﬁ =
0 1

Chamando u = Inx, temos e“ du =dx, e
2
J x(Inx)*dx = j e du= e LMt L2y,

Logo, fx(lnx)2 dx = %xz(lnx)2 — %xz Inx + %xz +C.

A, _B
9.21: Parater ——— (2+1) =it

é impossivel.

isto é 1 = A(x%+1)+Bx, Ae B devem satisfazer s trés condices A= 0, B = 0, A= 1, que obviamente
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9.22: Para ter < +1)2 = é + ﬁ, isto é 1 = A(x + 1)? + Bx, A e B precisariam satisfazer as trés condicbes A=0,2A+B=0,A=1,
que obviamente é impossivel.

5 4 1 1
ﬁ,temosfxf—ﬂdx—%—— sIn(x2+1)+C. 3) = +C
1 _A_ B -
oy = x T Colocando no mesmo denominador, A e B tem que satisfazer

(1 1 1
1=(A+B)x +A para todo x. Logo, A=1e B =—1. Isto é, iy = ¥ %1 Logo,

! dx = ldx— de
x2+x x x+1

=In|x|—In|x+1|+C,

9.23: (1) ‘/LE arctan(+/2x) + C (2) Como xf—il =x3—x+

(4) A decomposicdo em fracoes parciais é da forma

(5) O integrante é da forma QEX;, em que o grau de P é menor do que o de Q. Além disso, podemos fatorar x> + x = x(x2 +1). O
polimémio de ordem 2 tem discriminante negativo. Logo, é irredutivel, e podemos tentar uma decomposicdo da forma

1 _A, Bx+C
x(x24+1)  x  x2+1

Vx.

Colocando no mesmo denominador, AB e C tem que satisfazer 1 = (A+ B)x? + Cx +A para todo x. Logo,A=1,C =0,e B=—-A=—1.

Isto é,
1 1
dx=| —dx— | =X —dx=Injx|—- | =X—dx
x3+x x x2+1 x2+1

=ln|x|—%ln(x2+1)+C,

Nesta tltima integral, fizemos u = x2 + 1, du = 2xdx. (6) Como A = 16 > 0, podemos procurar fatorar e fazer uma separacio em

fragdes parciais,
dx _ dx _ dx 41 dx ol *
x2+2x—3 | (x+3)(x—-1) x+3 4 x—-1" %

+C
x+3
(7) Como A =—8 < 0, o denominador ndo se fatora. Completando o quadrado,

Al

dx _ X 1 dx ! arctan(x+1)+C
x242x+3 | (x+1)24+2 2 ("—}21)2+1_‘/7 /2 :

1 _ 1 1 1
(8) Como 2P T A T a—D) + o)z Lemos
dx 1
—_— ln x ln x=2|———=+C
J x(x — 2)2 Il = ! | 2(x—2)

9w =% T2+ e comA=—1,B=1,C =1 Logo,

dx _ 1 ,
Jm—-lﬂl){l-;-’rh’ll){-’rll-ﬁ‘c .

(10) Como 3= ts(t + 1), procuramos uma separagio da forma

+— Vt.
t2 3 t+1
Colocando no mesmo denominador e juntando os termos vemos que A, B, C, D tém que satisfazer

1=A+D)t*+(A+B)t’+(B+C)t+C V.

Identificando os coeficientes obtemos C =1, B=—C =—1,A=—B =+1,e D = —A=—1. Isso implica

SR TS T
463 | ¢ t2 s t+1

1 1
=Inl|t|+ - —— —In|t+1|+C.
t 2t2
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(€8]

dx dx _ dx
x(x+1)3 Xx+1 (x+1)2 (x+1)3

1 1
=ln|x|-In|x+1|+ — 4+ ——=+C.
x+1 2(x+1)2

(12) f 2241 dx = dex = In|x| + C (13) Com = %lnlx4 — 1| + C (é bem mais simples do que comegar uma
decomposu;ao em fragdes parciais...) (14) Comecando com uma integragdo por partes,

xInx
e 7 2(x2 +1) [ +1)x

e essa tltima integral se calcula como no Exemplo 9.23. (15) Primeiro, observe que x* 4 1 possui x = —1 como raiz. Logo, ele pode ser
fatorado como x° +1 = (x +1)(x? — x 4+ 1). Como x2 — x + 1 tem um discriminante negativo, procuremos uma decomposiciio da forma

1 A Bx+C
x3+1 x+1 x2—x+1"

E f4cil ver que A, B e C satisfazem as trés condicbes A+ B=0,—-A+B+C=0,A+C =1. Logo, A= %, B= —%, C= % Escrevendo

dx _1 dx 1 x—2 dx
X341 3 ) x+1 3 ) x2—x+1

1 1 x—2
=zlnjx+1|—5 | ————dx
31| ! 3_J~><2—x+1

Agora,
x—2 1 2x—1 3 dx
——dx=5 | ——dx—35 | ——
fxz—x+1 2sz—x+1 2Jsz—x+1
dx
1 2 3
=shnx*—x+1-5 [ ———
210l ! 2sz—x+l
zélnlxz—x+1| % ctan(f(x 2))+C
Juntando,

dx 1 2 1
Jx3+1 ln|x+1|——ln|x —x+1|+ farctan(ﬁ(x—i))+c

9.24: Com a dica, e a substitui¢do u = sen x,

dx cosx du du
= dx = =—
cosx 1—sen2x 1—u? uz—1

u—1
= —% ln’ +C
u+1l
1+senx
SNIELLL
1—senx
Observe que essa ultima expressdo pode ser transformada da seguinte maneira:
senx +1 1+ senx)? 1+senx
% ‘ ‘z% ‘( ) ‘zln‘ ‘zln‘ +tanx‘.
senx —1 cos2 x cosx cosx

9.25: Como A =42—4-13 <0, o polindmio x2 + 4x + 13 tem discriminante negativo. Logo, completando o quadrado: x2 + 4x +13 =
(x+22—4+13=(x+2)*+9, e

S S— P S — T O
x2+4x+13 | (x+2)2+9 ~ ° Gle+2)2+1

Comu = %(x+2),x:3u—2, 3du=dx,
3u—2
vt =
(5Gx+2))2+1 us+1

2u du
1 2
= du— %
ZJUZ‘Fl 3fu2+1

=3 ln(u +1)— arctan(u) +C

=3 ln(x +4x+13)— arctan( (x+2)+C
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9.26: (1) —cosx + % cos>x +C (2) Com u =senx, fcos5 xdx = f(l —u2)2 du=---=senx — % sen® x + % sen® x + C (3) Escrevemos
f(cosxsenx)sdx = fsen5 x(1—sen®x)? cosxdx. Com u = senx dé

Jsensx(l—senzx)zcosxdx=ju5(1—u2)2du

= J(u5 —2u” +u®)du

u6 8 ulO

L 2545 ¢
6 “8 " 10
Sen6 X Sen8 X Senlo X
= - + +C.
6 4 10

1001 .z
(4) —gor= + C (5) Com u = sent, f(sen2 tcost)e®ntdt = fuze“du. Integrando duas vezes por partes e voltando para a varidvel t,

j u?edu = u?et —J(Zu)e”du
=uet — Z{ue“ —f e“du}
=u?e" —2{uet —e'} +C
=et(u?—2u+2)+C
=M (sen®t —2sent +2)+C.

(6) Com u = cos x, fsen3x1/cosx dx = —f(l—uz)ﬁdu = —f(ul/z—us/z)du = —%u3/2+ %u7/2+C = —%(cosx)3/2+ %(cosx)7/2+C.
7 f sen? x cos® x dx = f (1—cos®x)cos® xdx = f cos? x dx —f cos* x dx, e essas duas primitivas ja foram calculadas anteriormente.

9.27: (1) fseczxdx =tanx + C. (2) ftanzxdx = f(tan2x+1—1)dx =tanx —x + C. (3) ftan3xdx = ftanx(1+tan2x)dx—
ftanxdxz %tanzx—lnlcosx|+C. 4 ftanxsecxdx =secx+C. (5) ftan“xsec“xdx =ftan4x(tan2x+1)sec2xdx=fu4(u2+
1)du = %u7 + éus +C= %tan7x + étansx +C. (6) fcossxtansxdx = fsensxdx = f(l —cos®x)?senxdx = —f(l—uz)zdu =

—u+ %ug’— %us +C=—cosx+ % cos® x — % cos® x+C. (7) fsec5 xtan® x dx = f sec* x(sec? x —1)(tan x secx)dx = fw4(w2—1)dw =

%w7 — %WS +C= %sec7x — % sec® x + C. (8) Por partes (lembra que (sec8)’ = tan 6 sec6):
fseczeseCGdG :tanGSeCG—JtaHZGSeCGdG
=tan65ec9—J(sec26—1)sec6d9.

Logo,
fsecBBdB = %tan@sec@+%jsec6d6.

Ja calculamos a primitiva de sec 6 no Exercicio 9.24: f sec0dO = ln|sec 0 + tan 0| + C. Logo,
fsec3 0do = %tan@sec@ + %1n|sec9 +tan0| +C.

9.28: De fato,

1 —2x
(%arcsenx+%xv1—x2)/=%—+% 1—x2+ 3x
1—x2 271 —x2
1—x2
=% +% 1—x2
)

=%\/1—x2+%\/1—x2=\/1—x2.

9.29: A drea é dada porA=4f(;1/3 1—Z—§dx. Com x = asenb,

¢ X2 3
A=4ﬁf 1—§dx=4a[5J cos20d6 = nap.
0 0

Quando a = f8 =R, a elipse é um disco de raio R, de area nR - R = mR>.
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9.30: (1) Sabemos que f dX _ = arcsenx + C , mas isso pode ser verificado de novo fazendo a substituicdo x = sen9: dx _ —
V1-x2 1—x2
f ﬁcos@d@fd@ =60+ C =arcsenx + C. (2) Com x = v/10sent da
V10" sen” ¢ J
dx V10costdt = V1 sen’ tdt
J V10— x2 v10cost
Uma segunda substituicdo u = cost da
f sen’ tdt = J(l —cos? t)®sen tdt
= —f(l —u?)3du
—f(l —3u? +3u* —u®)du
3 1
{u u® + u5——u7}+C
5 7
Para voltar para x, observe que u =cost = v1—sen? t = 4/ 1—(x/+/10)2. Logo,
7 2 2 3 2 1 2
x—dxz«/107{—\J1—x—+\J1—x— ——wl—x— +—w1—x— }+c
V10— x2 10 10 5 10 7 10
(3) Observe que v'1—x3 ndo ¢é da forma va®—b2x2! Mas com a substituicio u = 1 — x3, f ‘/L dx = —§ T = J_+ C=

—% v1—x3 +C. (4) Aqui uma simples substituicio u = 1— x? da fxv 1—x2dx = ——(1 )(2)3/2 + C. (Pode também fazer x =sen 6,
é um pouco mais longo.) (5) Completando o quadrado, 3 —2x —x2 = 4 — (x + 1)?. Chamando x + 1= 2sen#,

2senf —1

X
dx =
Jm V4—4sen20

2cos0dO =2J senQdQ—J de
=—2cos0—60+C.
Voltando para x, temos
J ﬁ dx =-24/1 —(XT“)2 —arcsen(xT“) +C.

(6) Com x = 3sen 6 obtemos fxzx/9—x2 dx =34fsen2 0 cos®6do.

9.31: (1) fazendo x = %tan@ da

(ztane)3
ec? 0d6
VaZ+l /e 0 2
= %Jtan365ec9d9

= % J(SGCZ 0—1)secOtanOdO

Com w = sec @, obtemos f(se':2 O—1)secOtanOdO = Sec; 0

= 2x implica sec§ = Vtan2 6 + 1 = v/1+ 4x2. Logo,

de = (1+4x2)3 _V1+4x2
Vax2+1 48 16

Observe que pode também rearranjar um pouco a funcéo e fazer por partes:

+C.

X
d
e e
:%{xzm_f(gx)\/4x2+1dx}

2 4 1)3/2
RGeS B

:%{xz 4x24+1— 32
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dd na mesma! (2) Com x = tan 8, temos
JXBVX2+1dx=ftan365ec39d9

= J(sec2 6 —1)sec® O(tan O sec6)dO

(viaw=secH) = %secse—%sec39+c

=12 +1 2= 3+ 1) +C.

(3) Aqui nio precisa fazer substituicio trigonométrica: u = x? + a? d4 fxw/x2 +a2dx = % f Vudu= %u3/2 +C= %(x2 +a2)¥? 4.

(4) Como x? + 2x +2 = (x +1)? + 1, a substituicio x + 1 = tan 8 d4 f ‘/% = f S:::GG dg = fsechG =In|secf +tanf|+C =
x2+2x+

1n|x +14+Vx2+2x+ 2| + C. (5) Apesar da funcdo ﬁ néo possuir raizes, facamos a substitui¢do x =tan9:

sec” 6 do
J(x2+1)3 j(tan29+1)3 d0 = Jsec“O JC"S 0do.

Essa ultima primitiva ja foi calculada em (9.29): fcos4 60do = % sen 6 cos® 0 + % + % sen(260)+ C. Ora, se tan 6 = x, entio sen6 =

X 1
ecosf = . Logo
4/ 1+x2 / 1+x2 805

x
(x2 + 1)3 Taa +x2)2

3 {arctanx + 1 -:(xz } +C.

(6) Com x = 2tan, f m 4f s 49 = m + C. Agora observe que 2tan = x implica sen0 = ﬁ. Logo,

sen? 6
2
f _X2+ =-¥xrt,c

9.32: Ja montamos a integral no Exemplo 10.2, e esta pode ser calculada com os métodos dessa segdo: L = Zfol V1+4x2dx =
Byl +%).

3
9.33: (1) Sejax = v/3sech. Entdo dx = v/3secHtanb, e
j x®v/x2—3dx = J(ﬁsec@)%@tam@ﬁsec@tanGdG
= \/§5 j {sec? 0 tan® 6} sec® 6d6
(comu=tanb)= V3 f(u2 + Du?du
= V3 W /5+uP/3)+C
Mas como cos 0 = +/3/x, temos (fazer um desenho) u =tan 6§ = M/ V3. Logo,
fﬁ%ﬁtauzéfﬁf?+¢ﬁt?+c

Um outro jeito de calcular essa primitiva é de comecar com uma integracdo por partes:

2 _ 2)3/2 2 _ 2)3/2
Jx?’\/xz—de: %fxz {2x\/x2—3}dx= %{xQu—Jqudx}

3/2 3/2
2 _9)3/2
= %{x2 —(X 3/3) - % J 2x(x? —3)3/2dx}
(X2_3)3/2 (X2—3)5/2
=g e

= %xz(x2 —3)32— 1—25(x2 —3)Y24+¢C)

(2) Com x =asech, fmdx—fsecede In|sec +tan 6|+ C. Como cos6 = £,
—a

Vx2—a2

x2 —qa? = tanf = Y=
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Logo,f \/%dx:lnlﬁ + —‘Xz_az|+C. (3) Com x =sec, dx =secOtand0:

x3 sec® 0
j ﬁdx— an0 secOtan6d 0O
= f sec? O sec? 0dO
= J(tan2 6 +1)sec?0do

(u:=tanf) = J(uz +1)du

3
=—+u+C
3

tan® 6
= +tan6 +C.

Mas sec 0 = x implica tan 0 = v'x2 —1. Logo,

x3 1 3
——dx=-(x*>-1)2+Vx2—1+C.
vaz—l 3

Capitulo 10

10.1: Representando a metade superior do circulo de raio R centrado na origem com a funcio f(x) = vR2—x2, podemos expressar o
comprimento da circunferéncia como

V1+I[( Rz—x2 ]de—ZRJ ZRJ ——— =27R.
J VRZ—x2 v1—u?
10.2: Lembrando que cosh’(x) = senhx, que cosh? x —senh? x = 1, e que coshx é par,
1 1
:J 1+(senhx)2dx:2j coshxdx =2senh(l)=e—e '
-1 0

10.3: O comprimento é dado por L = fol V1+e2Xxdx. Seu=+1+e2X entdo dx = uz—‘ildu, logo

V 1+et 2 V1+et V 1+et
u du
L= j ——du= j ldu+ f

J2 Ll2 —1 J2 J2 u2 -1 ’
Essa ultima integral pode ser calculada como no Exemplo 9.22: uf—fl = % In —% + C. Logo,

Viter—1 v2+1
\/1+e4—\/—+11[ — ﬁ—l]'

10.4: (1) A esfera pode ser obtida girando o semi-disco, delimitado pelo gréfico da funcfo f(x) = Vr2—x2, x € [-r,r], em torno do
eixo x. (2) O cilindro pode ser obtido girando o grafico da funcéo constante f (x) = r, no intervalo [0, h]. (3) O cubo n&o é um sélido de
revolugéo. (4) O cone pode ser obtido girando o grafico da funcdo f(x) = ;x (ou f(x) =r — £ x), no intervalo [0, h].

10.5: 11w
10.6: %.

10.8: A area é dada por

J sen(x)dx = —cos(x)lﬁ/2 —(-1)—0=1.
/2

1
Girando em torno do eixo x: V; = fn/z n(senx)?dx. Ou, com as cascas: V; = fo 2ny(n/2—arcseny)dy. Em torno da reta x = 7,

usando as cascas: Vo = In/2 2m(m—x)senx dx. Sem usar as cascas: Vo = n(§)2 -1— fol n(arcsen y)? .dy.
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10.9: O cone pode ser (tem vérios jeitos, mas esse é o mais simples) obtido girando o grafico da fungdo f(x) = %x, 0<x<H,em
torno do eixo x. Logo,

H 2 (H 2
R 2 R R 1
V= n(—x) dx=n— x?dx =n— — = ~nR?H
0 H H? |, H2 3 3
Obs: pode também rodar o grafico da funcédo f(x) = —%x +H, 0 < x <R, em torno do eixo y.

10.10: O volume é dado por V = fle n(v/xInx)*dx. Integrando duas vezes por partes, obtem-se

2 2
Jx(lnx)zdx =X (inx) —J X onx) Ldx
2 2 X
2
= x?(lnx)z —J xInxdx

2 2 2
= X?(lnx)z - {x? lnx—J x?%dx}
2

2 2
= x—(lnx)z—x—lnx+x—+C
2 2 4

21

Logo, V =m=—7=.

10.11: (1) Cil.: fol n(x?)?dx, Casc.: fol 2ny(1—/y)dy. (2) Cil.: fol (1% — (1 —x2)?)dx Casc.: fol 2n(1—-y)(1—,/¥)dy, (3) Cil.:
[ w1 +x%)? —12)dx Casc.: [y 2n(1+y)(1—y¥)dy (@) Cil: [, (12— y3*)dy Casc.: [y 2mx - x2dx (5) Cil. [y n(1—y3)>dy
Casc.: fol 2m(1 —x)x2dx (6) Cil.: fol n(22—-(1+ ﬁ)z)dy Casc. fol 27(1 4 x)x% dx

10.12: Com o método dos cilindros,
3 3
V= J n22dx—f n(2—(1—(x—2)%)) dx .
1 1
OU, usando o método das cascas,

1
V:f 2n(2—y)24/1—ydy.
0

OU, transladando o grafico da funcfo, e girando a nova regido (finita, delimitada pela nova curva y = —1 — x2 e o eixo x),

+1 +1
V=J nZZdX—J n(—1—x%)%dx.

-1 1

10.13: O volume ¢é dado pela integral

+1 +1 9y _ox
e“*+2+e
sz ncoshzxdxznj —dx

-1 -1 4
2x —2x .41
:E{e_+2x_e }
4% 2 2 /-1
=Eez+4—e*2}
4

10.14: Em torno da reta x = 7:

T 0
sz 2n(w—x)|cosx|dx, ou sz n(m—arcosy)?dy.
/2 -1

Em torno da reta y = —1:

n T 0
V:f n~12dx—J n(cosx —(—1))*>dx, ou sz 2n(y —(—1))(m—arcos y)dy .
/2 /2 -1

10.16: Se trata de mostrar que a area lateral de um cone truncado de raios r <R e de altura h é dada por
A=n(R+r)y/h2+(R—r1)2.

De fato, fazendo o corte,
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C
r
D
h
R
E
Chamando a distdncia CD de , e a distdncia CE de L, temos A= nRL — nrl. Uma conta elementar mostra que [ = = v'h? +(R—r)?,

equel = R_r v h%+ (R—r)2. Isso d4 a férmula desejada.

10.17: Como a esfera é obtida girando o gréfico de f(x) = vR2 —x2, a sua érea é dada por

R R
A=2nf VR2 —x2y/1+(VR2 —x2 )de:anf dx = 4nR>.
—R

-R

Capitulo 11

1L (1) Comu=x—2, [, & _hmhoof“z—hmbmf”d“

°°dx

= lim; _, oo In(L — 2) = oo, diverge. (2) Diverge (¢é a area

=lim; J‘L dx _ llimLHoo{l - L1_6} = %, logo converge. (4) Como

o dx
X241

da regido contida entre a pardbola x2 e 0 eixo x!) (3) f

L

fo cosxdx = senlL, e que sen L ndo possui hrmte quando L — o9, a integral imprépria f o cosxdx diverge. (5) f
1 1 _1_

Zix x(x+1) X x+l’

= 7, logo

converge. (6) Temos —— logo

L
j 2d —{lnx}lL—{ln(x+1)}|L InL—In(L+1)+In2.
X<+ x

Mas como lim; _, oo {InL —In(L + 1)} = lim; _, o, In LErl In1 =0, temos fl =1In2 < o0, logo converge. (7) converge. (8) Com

x2+x

2
u=Inx, f me dx = f udu =% +C, logo f:o me dx diverge. (9) converge (pode escrever x* = u?, onde u = x?)

11.2: (1) L(s) = E L(s) = lz (3) Integrando duas vezes por partes, é fécil verificar que L(s) satisfaz L(s) = % % — %L(s)). Logo,

s

L) =1 @ L) = 7.

1—x2
xZ+1)2 "
Logo, f decresce em (—oo,—1], possui um minimo local em (—1, %), cresce em [—1,+1], possui um um maximo local em (+1, %), e
2x(x2—3)
(x2+1)3 *
V3, ?), e é concava em (—oo,—@], convexa em [—@,0], concava em [0, ﬁ], e convexa em [é, +00).

11.3: A funco tem dominio R, é impar e possui a assintota horizontal y = 0, a direita e esquerda. A sua derivada vale f'(x) =

decresce em [1,+00). A derivada segunda vale f”(x) = Logo, f possui trés pontos de inflexdo: em (—1/5,—?), (0,0) e

A

Vemos que a area procurada é dada pela integral imprépria

(o) L
X dx = lim X dx = lim In(L?+1)=+oc0.
o X241 L-oo Jo x2+1 L—o0

11.4: f tem dominio R, e é sempre positiva. Ja que

X X

= m = =

lim s s
x—>+00 1 +eX  x—o+oo 1+e™* x——00 ] +eX
7. . . . . X 7 o) 7
f tem duas assintotas horizontais: areta y = 0 a esquerda, e areta y = 1 a direita. Como f’(x) = (1457)2 é sempre positiva, f € crescente
eX(1—e¥)
(1+ex)2 >
temos que f é convexa em (—o0, 0], concava em [0, 00), e possui um ponto de inflexdo em (0, %):

em todo x (nfo possui minimos ou méximos locais). Como f”(x) = e que essa é positiva quando x < 0, negativa quando x > 0,
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A area procurada é dada pela integral imprépria

oo x oo
1
{1— ¢ }dx: —dx
o 1+ex 0 1+eX

1
dx = ! du
1+ex u(u—1)
A decomposicdo desta ultima fracdo dd

du du =—1n|u|+ln|u—1|+C
u(u—l)

Comu=e*+1didu=e*dx=(@w—1)dx,e

Logo,

[ L
1 . 1 . L
dx = lim dx = lim {—ln(ex+1)+1nex}
o lH4e* L—oo [, 1+eX L—oo 0
L
T _ —Xx
= fim { -0+,

=In2

11.5: Considere por exemplo a seguinte funcédo f:

A

Fora dos tridngulos, f vale zero. O primeiro tridngulo tem base de largura 1, o segundo %, 0 k-ésimo 2,%1, etc. Logo, a integral de f é
igual a soma das dreas dos tridngulos:

oo
J f)dx=3+5+5++-=1.
0

Assim, a integral imprépria converge. Por outro lado, ja que f (k) = 1 para todo inteiro positivo k, f (x) ndo tende a zero quando x — oo.

11.7: (1) Como f" = 1p com p = a/2, a integral converge se e somente se a > 2. (2) Defina p := a® —3. Pelo Teorema 11.1, sabemos

que a integral converge se p > 1, diverge caso contrario. Logo, a integral converge se a > 2 ou a < —2, e ela diverge se —2 < a < 2. (3)
Converge se e somente se a > 1/2 (pode fazer u = Inx).

11.8: O volume do sélido é dado pela integral imprdpria

o0 o0
1452 d
V=mr (—) dx=m _2X
1 1 XA

Pelo Teorema 11.1, essa integral converge se 2qg > 1 (isto é se ¢ > %), diverge caso contréario.

11.9: (1) Como x? +x > x2 para todo x € [1, 00), temos também < 7 neste intervalo, logo fl 2ix < loo )d(x < 00, converge.
_dx ® dx _ 00 dx —x
(2) Como x +1 > x para todo x > 1, fl W] < 1 = ower < 00, converge 3) fo 1+ex < fo dx < oo, converge.
e _ _ o0 dx o dx
4 fl s dx = fl xdx = f1 dx = 00, dlverge (5) Como fo 2x2+1 = 0 2x2+1 +f1 2x2+1 el = )1 22 <09

2
—2x2 7 converge. (6) Escrevendo 7 = L X e observando que o mdximo da funcéo 53—

1 x2 x2 1 -1
oo
temos f de < 2 dx < 090, logo a 1ntegra1 converge. Um outro jeito de fazer é de observar que se x > 3, entfio x> —1 > x
3 x2-1 8J3 2

temos que fo no intervalo [3, 00) é 8,

3/2.

(7) Como vx2+ 1> v/x2 = x em todo o intervalo de integracéo, o Vadtl gy > Xdx = ldx. Como aqui é uma integral do
g g 1 x2 1 x2 1 q g
tipo floo x%dx com p = 1, ela é divergente. Logo, pelo critério de comparagcéo, f 17 x2 +
(8) floo —ij;i dx < floo i—j dx = floo — dx < 00, converge. (9) Como senx > —1, fl 24lssenx HAseNX gy > fl T dx = floo xdx = oo
2
diverge. (10) Como Inx > 2 para todo x > e?, temos que f;o e~ dy < fezo e 72X gy = f;o i—)z‘, que converge.

dx diverge também.
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) . .2 _
11.10: Observe que se 0 < x < 1, entfio e ¥ /2t <1, e se x > 1, entfio x2 > x, logo e~ 2t < g=x/2t Logo,

(oo} 2 1 2 (o] 2 1 oo
_x2 _ _x2 _ X —x /2t
j e 2tdx—f e 2tdx+f e Zrdng dx+j e dx.
0 0 1 0 1

2
P . x . [O0 _x% (
Como essa ultima integral converge (ela pode ser calculada explicitamente), por comparacdo fo e 2t dx converge também. Como

x s e X2 g par, isso implica que f(t) é bem definida. Com a mudanca y = x/+/t, temos

1 ® 2 1 2
Vo), T AR Ty
0 0

que ndo depende de t. Assim, f € constante.

11.11: (1) Por definigao, fol_ \/% =lim_,o+ 0176 \/% =lim._o+{—2+v1 —x}(l)_6 = 2. Logo, a integral converge. (2) f01+ h:%)dx =
1 In(x)
€

lim,_,o+ f Wed dx. Integrando por partes, definindo f’(x):=%, g(x):=In(x), temos f(x) = 2+/x, g'(x) = %, e

In(x)
Jx

dx = Zﬁln(x)—ZJ ﬁdx = 21/Yln(x)—2f de
x Vx
=24/xIn(x)—4+/x+C.

(Obs: pode também comegar com u = 4/x, e acaba calculando 4f In(u)du.) Logo,

1
fm 1135;)@ = lim {2vXIn(x) —4vx +C}.

= 11%3 —4—24/€ln(e) +4ve =—4.
e

Este dltimo passo é justificado porqué lim_,¢+ +/€ = 0, e porqué uma simples aplicacdo da Regra de Bernoulli-I’'Hopital d4 lim,_,q+ +/€In(e) =

—limy_, 40 :‘%) = 0. Como o limite existe e ¢ finito, a integral imprdpria acima converge e o seu valor é —4.

(3) Observe que a fungio \/e}Tl ndo é definida em t = 0, logo é necessario dividir a integral em duas integrais impréprias:

<] 1 [ee]
;dt— ;dt+ ! dt
o+ vel—1 o+ vel—1 1 Vet—1

g Lo
= lim dt + lim dt.
E_,0+J; [et —1 LHOOL et —1

t
e . — T — e P — 2u
Para calcular a primitiva, sejau = vet —1, du P mdt, Lé. dt= 73

du, e

1 du
dt =2 | —— =2arctan(u)+C
J\/ef—l fu2+1 (U)
=2arctan Vet —1+C

Logo,

1
1 1
lim dt =2 lim arctanv et —1| =2arctanve—1
EHO*'J; Vet —1 e—0t |€

L
1 L
li dt=2 li tanvet —1|, = w—2arctanve—1
Li}l‘l{;loJ; m Lingoarc anve |l s arctanve

dt

. P . oo
Como esses dois limites existem, fo W

converge, e o seu valor é 7.
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arcos, 43
arcsen, 42
arctan, 44
area
de regido do plano, 162
angulo, 15
de refracdo, 143
medido em graus, 15
medido em radianos, 16
“sanduiche”, 75, 81

abcissa, 10
aceleracdo, 118
aproximacao
por racionais, 51
por retangulos, 154
por cascas, 191
por cilindros, 188
assintota
obliqua, 146
horizontal, 66
vertical, 84

circulo, 14, 101, 123
equacao, 26
forma genérica, 14

circulo trigonométrico, 18, 22

cilindro, 188
coeficiente angular, 12

grafico, 32
hiperbdlico, 59
crescimento no 0o, 145

critério
de comparagdo, 201

decibel, 56
decomposicdo em fracoes parciais, 174
derivada
de funcoes trigonométricas, 105
de poténcias, 104
como funcdo, 103
de exponencial e logaritmo, 105
e variacao, 114, 115
implicita, 122
lateral, 102
logaritmica, 111
descontinuidade, 80, 92
desintegracéo, 58
diferenciabilidade, 100
e continuidade, 102
disco, 154
distancia Euclidiana, 11
divisdo por zero, 3, 22, 207
dominio, 22, 55

equacao
conjunto de solugdes, 4
de reta, 12

completar um quadrado, 5, 15, 33, 210, 243 do primeiro grau, 4

comprimento de arco, 185
cone, 35
conjugado, 75
conjunto
denso, 50
continuidade, 91
corda, 35, 60
cosseno, 17
fungdo, 22

do segundo grau, 4
esfera, 35, 189
estudos de funcoes, 149
Euler, Leonard, 57
exponenciacao, 110
exponencial

divergéncia, 49

na base a, 51

na base e, 47, 57
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propriedades, 51

fisica estatistica, 47

fatoracéo de polinémio, 8

funcédo, 21
bijetiva, 38
composicdo de , 36
exponencial, 47
integravel, 157
inversa, 39
limitada, 23
logaritmo, 47
par, 29, 59
periddica, 31
concava, 125
continua, 91, 160
convexa, 125
crescente, 30
decrescente, 30
limitada, 75

funcao
derivavel num ponto, 100

funcdo area, 159

fungbes trigonométricas
hiperbdlicas, 59

Gauss, curva de Gauss, 58
grafico, 24
area debaixo de um, 153, 198
transformacéo de, 33, 213

hipérbole, 59

identidades trigonométricas, 19, 34
imagem, 38
inclinacdo, 12, 24
indeterminacao, 64

do tipo “2”, 78, 82, 100

do tipo “co0 — 00”, 75
inequacao

resolucdo grafica, 34
inequacoes, 7

com valores absolutos, 9
informacao

teoria da, 48
integracao

de funcoes racionais, 171

de fungdes trigonométricas, 176

por partes, 169

por substituicdo, 165
integral

de Riemann, 157

propriedades da, 158
integral de Riemann, 188
integral imprépria

em intervalo finito, 203

em intervalo infinito, 197
interpolacao, 25
intervalo

aberto, 6

fechado, 6

semi-aberto/fechado, 6

semi-infinito, 6

juros
taxa de, 56

Kepler, Johannes, 54

Lei de Snell, 141
limite, 51, 81, 197
lim, ,, ==, 83
x — 00, 61, 66
de integracdo, 157
propriedades, 67
bilateral, 81
infinito, 68
lateral, 76
propriedades, 79
limites
de fungdes continuas, 95
linearizacdo, 121
logaritmo, 53
férmula de mudanca de base, 55
grafico, 53
na base a, 47
natural, 57
neperiano, 57
propriedades, 54

minimo
global, 133
local, 135

maximo
global, 133
local, 135
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maximos e minimos, 133
montar fungdes, 35
movimento

retilineo uniforme, 118
movimento oscilatério, 119
mudanca de variavel, 85

numeros
inteiros Z, 4
naturais N, 4
racionais diadicos, 50
reais R, 3
reais ndo-negativos R, 6
reais positivos R, 6
Napier, John, 54

ordem, 6
ordenada, 10

na origem, 12
otimizacio, 138

parabola, 25, 33, 98
periodo, 31
piramide, 36
plano Cartesiano, 10
poténcia
inteira, negativa, 28
inteira, positiva, 28
inverso de, 41
Poténcias de dez (filme), 53
Potencial
de Lennard-Jones, 137
preimagem, 38
primitiva, 161, 164

quadrante, 11

racionais diadicos, 82, 217
raiz
funcao, 23
quadrada, 5
reflexdo, 33
regra
da cadeia, 107, 166

Regra de Bernoulli-I'Hépital, 128

regra de Leibniz, 107
regras de derivacdo, 106
resolucdo numérica, 94

reta, 12, 24
inclinacéo de, 100
tangente, 99, 121

Riemann (Georg Friedrich), 157

solidos de revolucao, 186
seno, 17
funcéo, 22
grafico, 31
hiperbdlico, 59
substituicdo
trigonométrica, 179

tangente, 17
grafico, 32
hiperbdlica, 59
taxa
de variacgdo, 100
taxa de variacdo, 117
taxas relacionadas, 120
tempo de meia-vida, 59
Teorema
de Rolle, 112
do valor intermediario, 93
do valor intermedidrio para derivada, 113,
115, 127
Teorema Fundamental do Calculo, 160, 161
translacao
horizontal, 33
vertical, 33
trigonometria, 15

valor absoluto, 8
variavel

muda, 157
variacdo, 114
velocidade

instantanea, 117
velocidade

média, 117
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